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ЛЕКЦИЯ №1.
ПРЕДМЕТ ФиНАНСОВЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ
Слово "процент " (от лат. pro centum - на сотню) имеет два наиболее употребительных значения. Первое - математическое - означает сотую долю какого-либо количества; в абстрактном случае - просто сотую долю числа. Так, 5 процентов от числа 30 есть 5 сотых долей этого числа, т.е.
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Второе - экономическое значение - выражает плату за использование средств (ссуда, кредит), предоставляемых одним лицом (кредитором) другому лицу (заемщику, дебитору). Величина суммы оплаты определяется обычно как процент (в математическом смысле) от суммы долга. Так, 5%-ная ссуда в 1000 руб. предусматривает оплату, т.е. процент в экономическом смысле в размере
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Получение кредита - один из самых распространенных видов финансовых сделок (операций). В реальной жизни он имеет огромное число разновидностей, определяемых конкретными условиями, и обычно фиксируется в финансовых контрактах, служащих юридическим обеспечением сделки. Открытие сберегательного счета в банке, выпуск банком депозитных сертификатов, учет векселей, выдача банком кредита - это примеры кредитных операций. В этом курсе нас будут интересовать не конкретные особенности этих операций, а их количественная сторона, воплощенная в соответствующих схемах финансовых расчетов, с помощью которых определяются их важнейшие количественные характеристики, или, как еще говорят, параметры сделок.

В самом общем виде простейшая кредитная операция, т.е. выдача займа (ссуды, кредита), подразумевает участие двух лиц:

Кредитора - лица, предоставляющего средства (денежные средства или другие активы).

Дебитора - лица, получающего заемные средства во временное распоряжение.

При этом подразумевается возврат полученных средств через определенный срок и оплата заемщиком полученного кредита в виде процента. Схематически эта операция может быть изображена диаграммой на рис 1.
[image: image3.png]Ceyns
Apeawrop | LasepsT combl Aebiurop

flpoyenTal





Рис. 1.

С количественной стороны кредитная операция характеризуете следующими основными параметрами:

Р - сумма предоставляемых средств (сумма кредита);
Т - период (срок), на который средства предоставляются;
I - процент—сумма платы за кредит;
S - полная стоимость (сумма погашения) кредита.
При этом, конечно, выполняется основное соотношение
S = P + I.
(1)

Как было отмечено выше, сумма I - оплата за кредит обычно определяется в виде процента от суммы самого кредита. Это процентное соотношение называется процентной ставкой
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(2)
Хотя наиболее часто величина процентной ставки задается в "процентах", т.е. в сотых долях, в математических выкладках ставку выражают и в долях единицы. В этом случае
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Пример.

Пусть за кредит в 8000 руб., выданный на полгода, взимается плата в размере 4000 руб., Какова в этом случае полугодовая процентная ставка?
Решение.
Здесь P = 8000 руб. и I =4000 руб. Таким образом,
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или в процентах

i = 50%.
Важно отметить, что процентная ставка вычисляется для указанного периода времени, т.е. она относится ко всему периоду действия кредитного соглашения. Короче говоря, это - процентная ставка за период. Этот факт записывается следующим образом:

I = iT,
где
Т - период (срок) кредита. Кроме того, все суммы, о которых упоминалось выше, являются величинами, относящимися к определенным моментам времени. Наглядно привязку основных параметров можно изобразить следующей временной диаграммой (см. рис. 2).
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Рис. 2.

Поскольку сроки кредитов меняются в широком диапазоне (от дней до десятков лет), к тому же в некоторых типах сделок он не фиксируется заранее, процентная ставка редко задается для всего периода сделки. Обычно она указывается лишь для некоторого базового периода. Наиболее распространен годовой базовый период. В этом случае говорят о годовой процентной ставке. Если же срок сделки имеет другую длительность, то процентная ставка за этот срок и соответственно величина процента определяются специальными условиями сделки. Эти условия, в свою очередь, определяют схему расчета процентной ставки и процента. Имеется большое число различных схем расчетов в зависимости от типа сделки. Но в целом они базируются на двух основных схемах: простых и сложных процентах.

Прежде чем перейти к математическим выкладкам, сделаем еще одно важное замечание. Выше мы рассмотрели один тип финансовой операции, а именно кредитные операции. С экономической точки зрения для кредитора эти операции относятся к инвестициям, т.к. кредитор, предоставляя в распоряжение заемщика денежные или другие средства, извлекает доход в виде процента на них. В этом случае сами средства представляют для кредитора (инвестора) капитал. Одно и то же лицо (физическое или юридическое) в различных сделках может выступать в разных ролях. Так, лица, вкладывающие свои средства в банк, выступают в роли инвесторов (кредиторов), а банк - в роли заемщика. В случае получения банковской ссуды банк выступает в роли кредитора (инвестора), а лицо, берущее ссуду, - в роли заемщика.

Наконец, еще раз подчеркнем важнейшую роль времени во всех финансовых расчетах. Фактически это означает необходимость связывать денежные суммы с определенными моментами или периодами времени. Две суммы, одинаковые, но относящиеся к разным моментам времени, с экономической точки зрения неэквивалентны, т.е. рубль сегодня и рубль через год - это разные по стоимости величины. Этот принцип, получивший в англоязычной экономической литературе выразительное название "time value of money" (временная стоимость денег), всегда был известен экономистам. Ныне же благодаря хронической инфляции хорошо известен каждому.
ЛЕКЦИЯ №2.
ПРОСТЫЕ ПРОЦЕНТЫ

1. Формула простых процентов

Пусть денежная сумма Р, называемая основной, инвестирована на срок Т под простые проценты по ставке i. Это означает, что в конце указанного срока инвестор вернет свой капитал Р и получит прибыль в виде процентов на основную сумму по ставке i. Простые проценты вычисляются по следующей формуле:
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(1)
где
I - простые проценты,

Р - основная сумма инвестиций,

i - процентная ставка за период,

Т - срок в периодах, соответствующих процентной ставке.

Заметим, что i и Т в формуле (1) должны быть согласованы, т.е. если процентная ставка годовая, то срок должен быть указан в годах и т.д.

Пример.
100 тысяч рублей выданы в кредит на шесть месяцев по ставке
а) 2% в месяц; б) 8 % годовых.
Найти простые проценты на эту сумму к концу срока.
Решение.
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Если Р - основная сумма (банковский вклад, кредит и др.), а I - начисленные к концу срока инвестирования проценты на этот капитал, то сумма

S = P + I
(2)

называется накопленным значением исходной суммы Р, а

S = P (l + i T)
(3)
называется формулой простых процентов. Значение
a(T) = 1 + i T
(4)

называется множителем, или коэффициентом наращения.
Как уже отмечалось ранее и как следует из формулы (3), наращенное значение S зависит от срока (времени) Т, или, как говорят в математике, является функцией времени. Эта функция линейна, и ее график изображается прямой линией, как это показано на рис. 1.
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Рис. 4.
Формулы 1 - 3 называются основными уравнениями простых процентов. Они связывают пять величин: Р, S, I, i, Т.
Задание любых трех величин, кроме первых трех, однозначно определяет все остальные. Каждая из этих величин получается в результате решения уравнений 1 - 3 относительно искомой величины.

ЗАМЕЧАНИЕ.
Ответы при решении финансовых задач получаются обычно в округленном виде. Порядок округления зависит от конкретной задачи. Ясно, например, что указание суммы

S = 2297,123 руб.
вряд ли осмысленно. Обычно округление сумм производится с точностью до наименьшей денежной единицы. Для отечественной денежной единицы - до копеек, для США - до цента и т.п. В последнее время в связи с гиперинфляцией принято округление вести до рубля.

Для других финансовых параметров порядок округления различен в различных задачах. Срок длительности контракта может измеряться до месяца, недели или дня. Большая точность обычно не требуется. Процентная ставка, как уже отмечалось, указывается обычно с точностью до сотых долей процента.

Сотая доля процента в финансовых расчетах называется пунктом, и малое изменение процентной ставки часто указывается в пунктах. Так. различие между ставками 6,80 % и 6,65 % составляет 15 пунктов.
Пример.

Проценты по ссуде в 500 рублей на два месяца составляют 12,50 руб. Какова годовая процентная ставка?

Решение.

Когда определяется годовая процентная ставка, то ответ выражается с точностью до сотых долей процента. В нашем случае
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Из уравнения 1
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получаем, что
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Пример.

Банк выплачивает $63,75 каждые полгода по валютному вкладу, исходя из 6% годовых. Какова величина вклада?

Решение.

В нашем примере
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Из уравнения 1 получаем, что 
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Пример.

За какой срок вклад в 100 тыс. руб. увеличится вдвое при ставке 10% годовых?

Решение.

Из уравнения
S = Р (1 + i T)

получаем, что
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2. Точные и обычные проценты

Во всех рассмотренных выше примерах срок инвестирования выражался в годах, месяцах и т.д. Возможно также задание этого срока календарными датами первого и последнего дня. В таком случае для того, чтобы воспользоваться формулой простых процентов (1), нужно в качестве срока взять отношение числа дней ссуды к числу дней в году, т.е.

Срок в годах = число дней ссуды / число дней в году,
или

T=D/Y
При этом возможно несколько вариантов расчета.

Число дней в году (Y) может быть принято равным 360 дням, тогда проценты называются обычными, или 365 дням, тогда проценты называются точными, т.е.
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Очевидно, что при фиксированной годовой процентной ставке обычные проценты больше точных.

Кроме того, существуют два способа вычисления числа дней для срока инвестирования. Наиболее распространенным является подсчет точного числа дней указанного срока, исключая первый или последний день. Точное число дней можно вычислить, используя таблицу П.1, в которой приведен порядковый номер каждого дня в году. Для високосного года к номеру каждого дня после 29 февраля прибавляется 1. Используя номера дней в году, число дней (D) между двумя датами d1 и d2 можно вычислить по формуле

D = N(d1) - N(d2)-1
для обычного года и

D = N(d1) - N(d2)
для високосного, если 29 февраля попадает в промежуток между датами.
Пример.

Найти точное число дней между 5 марта и 29 сентября (год не високосный).

Решение.

По таблице П.1 находим, 29 сентября 272 днем, а 5 марта – 64 днем года. Тогда число дней между этими датами равно
272 – 64 – 1 = 207 дней.
При другом подходе подсчитывается приближенное число дней, исходя из полного числа месяцев в сроке и числа дней (остатка) неполного месяца. При этом каждый месяц считается равным 30 дням.

Пример.

Найти приближенное число дней между 5 марта и 28 сентября.

Решение.

Поскольку между этими датами укладывается 6 месяцев (от 5 марта до 5 сентября) и остается еще 23 дня (от 5 сентября до 28 сентября), то число дней между этими датами равно

(6 * 30)+ 23 = 203 дня.

Итак, учитывая точные и обычные проценты, а также точное и приближенное число дней для срока инвестирования, получим четыре метода вычисления простых процентов:

1. Обычные проценты с точным числом дней.

2. Точные проценты с точным числом дней.

3. Обычные проценты с приближенным числом дней.

4. Точные проценты с приближенным числом дней.

Наиболее часто используется первый метод, называемый банковским правилом, реже используют второй и третий, и почти никогда не используется четвертый метод.
3. Текущее значение
Зная сумму инвестиций Р и процентную ставку i, можно вычислить наращенное по простым процентам значение S для произвольного момен​та времени t по формуле
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Часто приходится решать обратную задачу. Какую сумму Р нужно инвестировать, чтобы спустя срок t получить наращенное значение S? Если ставка, по которой начисляются проценты, равна i, то ответ очевиден
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Величина Р называется текущим (приведенным, настоящим) значением суммы S, относящейся к будущему моменту времени t. Процесс вычисления текущего значения называется дисконтированием по заданной процентной ставке. Множитель
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называется дисконтным множителем по простой процентной ставке i за период t.

Пример.

Какую сумму инвестор должен вложить под простые проценты по ставке 14% годовых сегодня, чтобы накопить 210 тысяч
а) за один год; b) за два года; с) за пять лет.

Решение.

Обозначив через St наращенную к концу года t сумму, получим для наших случаев:
a) St = 210 тыс. руб., t = 1 год, i = 14%

и следовательно,
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аналогично для случая b) St.= 210 тыс. руб., t = 2 года, i = 14% и
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и для случая с) St = 210 тыс. руб., t = 5 лет, i = 14% и
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Текущее значение вычисляется для начального момента времени, и поэтому, казалось бы, что оно не должно зависеть от времени, тогда как формула
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указывает на явную зависимость от времени. Здесь, конечно, нет никакого противоречия, поскольку текущее значение вычисляется для суммы S, относящейся к моменту t в будущем, т.е., строго говоря, нужно писать St и тогда Р — есть текущее значение этой суммы, а приведенная выше формула показывает, как вычисляется текущее значение для любой суммы, отнесенной к любому моменту времени. В англоязычной финансовой литературе употребляется специальное обозначение — РV (сокращение от present value). Используя это обозначение, текущее значение суммы St можно обозначить как PV(St), и тогда формула для текущего значения примет вид
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Если St = 1, т.е. мы будем рассматривать единичные суммы, отнесенные к различным моментам времени, то их текущее значение совпадет с дисконтным множителем
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Тогда текущее значение любой суммы S, отнесенной к моменту t, будет равно 
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Связь между приведенными величинами можно изобразить временной диаграммой.

Текущее значение фиксированной суммы S убывает при увеличении t. Это естественно, т.к. необходимый для накопления этой суммы капитал уменьшается, если срок инвестирования увеличивается. Эскиз графика текущей стоимости 
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Текущее значение (сегодняшняя стоимость) играет важную роль в анализе финансовых проблем. Многие из этих проблем касаются выбора между альтернативами, например: платить наличными или взять кредит? Окупит ли себя новая машина (станок)? Текущая стоимость является основой для сравнения различных финансовых проектов, поскольку позволяет привести различные суммы (взносы или выплаты) к одному и тому же моменту времени и сравнивать их по текущей (сегодняшней) стоимости.

Пример.

Инвестор может купить квартиру за $5000 наличными или заплатив $5400 через год. Если у инвестора на счету в банке не менее $5000 и банк платит 7% годовых, то какая альтернатива предпочтительнее?

Решение.

Мы не можем непосредственно сравнивать $5000 и $5400, поскольку они относятся к разным моментам времени. Но для того, чтобы получить $5400 в конце года, нужно иметь на счету, т.е. инвестировать в начале года
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Таким образом, текущая стоимость $5400 равна $5046,73, что больше суммы оплаты наличными, и значит, оплата наличными при данных условиях предпочтительнее.

Конечно, результат сравнения зависит от процентной ставки. Так, если бы банк начислял не 7%, а 9% годовых, то текущая стоимость $5400 составила бы
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т.е. примерно на $6 меньше оплаты сразу и наличными. В этом случае лучше расплатиться через год.

4. Долговое обязательство
Долговое обязательство — это финансовый документ, удостоверяющий кредитную операцию. Примерами долговых обязательств могут служить векселя, депозитные сертификаты, облигации и т.п.

Простейший тип долгового обязательства — вексель (долговая расписка). Вексель — письменное обещание одного лица выплатить определенную сумму денег другому лицу в указанный срок. Лицо, выдающее (подписывающее) вексель, называется векселедателем, а лицо, получающее вексель, — векселедержателем. Хотя обычно вексель выдается заемщиком кредитору при получении ссуды, сам по себе вексель представляет собой безусловное обязательство выплаты лицом, выдавшим вексель, суммы (с процентами), в нем указанной, по требованию лица, на которого вексель выписан.

Выплачиваемая по векселю сумма называется величиной долга при погашении, а момент выплаты — датой погашения. Хотя только величина долга при погашении и дата погашения являются существенными, в векселе часто указываются и другие его характеристики. Приведем стандартный набор характеристик (позиций), указываемых в векселе.

1. Основная сумма долга.

2. Дата выписки векселя.

3. Срок, на который вексель выдан.

4. Процентная ставка с указанием периода, к которому она относится.

5. Лицо, выписавшее вексель (плательщик по векселю).

6. Лицо, на которое выписан вексель (получатель суммы по векселю).

7. Дата погашения векселя.

8. Сумма при погашении (основная сумма плюс проценты).
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Пример.

Следующие два векселя равносильны и для кредитора, и для должника.
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Ясно, что по обоим векселям требуется выплатить 159 тысяч руб. 10 мая 1993г.

Если срок погашения указан в месяцах, то обычно датой погашения считается то же число в соответствующем месяце. Исключение составляет вексель со сроком 2 месяца, подписанный 30 декабря. В этом и подобных случаях датой погашения считается последний день февраля. Если срок погашения указывается в днях, то это число прибавляется к порядковому номеру дня (в году) подписания векселя, и датой погашения считается день с соответствующим номером в году.

Вексель представляет собой именное долговое обязательство, и получить деньги по нему может лишь лицо, на которое вексель выписан. Хотя в принципе возможна передача долгового обязательства с помощью так называемого переводного векселя. В этом случае круг лиц, участвующих в финансовой сделке, указан явно. Существуют, однако, долговые обязательства на предъявителя. К ним относятся некоторые виды депозитных сертификатов, выпускаемых коммерческими банками. В силу анонимного характера эти финансовые инструменты могут свободно покупаться и продаваться, т.е. обращаться на финансовом рынке. Депозитные сертификаты выпускаются на определенные суммы, обычно кратные 100, например, на 10000, 100000 руб., и на определенные сроки: три или шесть месяцев. В конце указанного срока банк, выпустивший сертификат, погашает (выкупает) его, уплачивая указанную сумму и проценты. В отличие от срочного вклада в банке деньги по депозитному сертификату нельзя получить до срока погашения в банке, его выпустившем, но сертификат может быть продан на финансовом рынке до времени погашения со скидкой (с дисконтом). Обращающиеся депозитные сертификаты являются инструментом краткосрочного финансового рынка. Рынок краткосрочных финансовых инструментов называется также денежным рынком. Денежный рынок — основная сфера применения простых процентов.

5. Дисконт и учетная ставка
Дисконтом называется скидка с цены товара, курса ценной бумаги и т.п. при различных сделках. В финансовой математике дисконт — это скидка со стоимости погашения долгового обязательства, например, векселя, при его продаже до срока погашения.

Пример.

Пусть владелец векселя на 100 тыс. руб. и сроком погашения 5 месяцев спустя два месяца с момента получения векселя, нуждаясь в наличных деньгах, продает его банку. Банк выкупает, или, как еще говорят, учитывает вексель, но не за полную стоимость 100 тыс. руб., а за 94 тыс. руб. Тогда дисконт — сумма, взимаемая банком за учет векселя до срока погашения, составляет

100 – 94 = 6 тыс. руб.,

или 6% от стоимости векселя. В этом случае говорят, что учетная ставка банка за 3 месяца (т.е. до срока, оставшегося до погашения) составляет 6%. В общем случае учетной ставкой за период называется отношение разницы между полной и выкупной суммой векселя, т.е. дисконта, к его полной сумме:
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где
S - сумма долга при погашении,
Р - выкупная (учетная) стоимость,
D - величина дисконта.
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Связь между указанными величинами можно изобразить диаграммой
Ясно, что величина дисконта, учетная ставка и выкупная цена за период оставшийся до погашения, зависят от длительности этого периода. Поэтому формулу (1.8) следовало бы переписать более строго в виде
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Из этой формулы следует, что дисконт и выкупная стоимость выражается формулами
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Банки обычно указывают учетную ставку за некоторый фиксированный период, как правило, год, и эта учетная ставка называется годовой учетной ставкой. Ставка же за период вычисляется так же, как вычисляется процентная ставка за период по годовой ставке, т.е. по формуле
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где
d — годовая учетная ставка,

t — остаток срока до погашения в годах.

Таким образом, предыдущие формулы примут вид
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(2)

Учетная ставка, описываемая формулами (1, 2), называется простым и банковским дисконтом. Величина 
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называется дисконтным множителем за период t по учетной ставке d.
Пример.

Найти годовую учетную ставку и выкупную стоимость векселя за месяц до погашения для примера в начале пункта.

Решение.

Поскольку в том примере учетная ставка за три месяца до погашения составляет 6%, то годовая ставка согласно формуле (1) равна
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Здесь t = 3 месяца, или ¼ года. Учетная стоимость векселя за месяц до погашения составит
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Пример.

Пусть вексель выписан 10 января 1993 года с датой погашения 10 октября 1993 года. Проценты по векселю начисляются исходя из 12% в год. Если вексель учтен в банке 10 мая 1993 года по учетной ставке 10%, то какова учетная (выкупная) стоимость векселя?

Решение.

Для подсчета длин периодов будем пользоваться банковским правилом. Точное число дней между 10 января и 10 октября 1993 года согласно таблице равно

283 — 10 = 273 дня.

Длительность периода погашения в годах при банковском правиле
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Тогда полная сумма векселя при погашении равна
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Если вексель учитывается 10 мая, то оставшийся срок до погашения составляет

283 - 130 = 153 дня,
или
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При учетной ставке d = 10% годовых учетная стоимость векселя составит
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6. Эквивалентность учетной и процентной ставки
На дисконт можно посмотреть несколько иначе, чем было приведено выше. Для банка, учитывающего вексель на сумму S, учетная стоимость векселя является текущей стоимостью суммы S, которую банк получит (взыщет) с векселедержателя в момент погашения, т.е. через срок t, оставшийся до погашения векселя. В отличие от обычной ситуации, когда инвестируется известная сумма, на которую с течением времени начисляются проценты, при учете заранее известна конечная (наращенная) сумма, а ее текущая стоимость находится исходя из учетной ставки и срока, оставшегося до погашения. Поэтому дисконт и ставка дисконта являются такими же параметрами кредитной сделки, как процент и процентная ставка, но различаются лишь "направлением" схемы расчета. При вычислении процента и процентной ставки базовой величиной является начальная (текущая, исходная) стоимость, а при вычислении дисконта и учетной ставки базовой величиной является конечная сумма. Оформим сказанное выше в виде равенств.
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Рассмотрим диаграмму
Проценты за период
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составляют
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а процентная ставка за этот период равна
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С другой стороны, дисконт за этот период составляет
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а учетная ставка за период
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Таким образом, процентная и учетная ставки связывают две суммы, относящиеся к началу (Р) и концу (5) произвольного периода t, т.е.
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Из этих соотношений немедленно следует, что
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откуда получаем формулы, связывающие it и dt:
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и
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Если it и dt — простые ставки (процентная и учетная), соответствующие годовым ставкам (процентной и учетной) i и d, т.е.
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то для периода в один год (t = 1) получаем соотношения
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Эти соотношения позволяют дать еще одну интерпретацию дисконту. Пусть единичная сумма инвестируется в начале года под проценты со ставкой i. Тогда в конце года проценты на эту сумму составят i, а текущее значение этой величины будет равно
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Соотношение (5) дает по существу то же самое:
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Иными словами, на дисконт можно смотреть как на проценты, но уплачиваемые не в конце года (периода), а в начале, поэтому иногда (это бывает редко) дисконтную ставку называют авансированной процентной ставкой.

Нужно отчетливо понимать различие между процентной и учетной ставками. Они описывают кредитную операцию с двух различных сторон. Различие между ними состоит в выборе временной базы, т.е. момента времени, относительно которого вычисляется эффект кредитной операции. Для процентной ставки это начало периода сделки, а для учетной - конец периода сделки. Формулы (3 - 4) позволяют найти для любой из этих величин другую для одного и того же периода.

Часто говорят, что эти формулы задают условия эквивалентности учетной и процентной ставки относительно заданного периода времени. Формула
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дает еще один способ вычисления текущего значения исходя из учетной ставки. Если i - соответствующая (эквивалентная) для периода t процентная ставка, то вычисление по формуле
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дает тот же результат, т.к. эквивалентность i и d означает, что
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Пример.

Найти текущую стоимость $100, получаемых через год:
а) при процентной ставке 12,5%; b) при учетной ставке 12,5%.

Решение:

а) Для процентной ставки 12,5% имеем S = 100$, i = 0,125, t = 1 год, и, следовательно,
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b) Для учетной ставки 12,5% имеем S = 100$, d = 0,125, t = 1 год, и следовательно,
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ЗАМЕЧАНИЕ

Очень важно помнить, что о соответствии (эквивалентности) процентной и учетной ставок можно говорить, лишь указав период (срок), относительно которого утверждается эквивалентность. Ставки, эквивалентные относительно одного периода, не будут эквивалентны и относительно другого. Это касается как ставок за период, так и годовых ставок.

Пример.

Пусть простая годовая процентная ставка равна 15%. Найти эквивалентные годовые учетные ставки для периодов:
а) один месяц; b) полгода.

Решение.

а) В этом случае 
[image: image63.wmf].
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Если d — соответствующая годовая учетная ставка, то из уравнения эквивалентности
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получаем, что
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b) Здесь 
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[image: image386.png]P,




В заключение приведем графики зависимостей d = d(i) и i = i(d) для годового периода
ЛЕКЦИЯ №3.
СЛОЖНЫЕ ПРОЦЕНТЫ

1. Наращенная сумма. Формула сложных процентов
Если проценты в конце каждого периода инвестиционного срока прибавляются к основной сумме и полученная сумма является исходной для начисления процентов в следующем периоде, то начисленные к концу срока проценты называются сложными процентами. Наращенной (аккумулированной) суммой (значением) называется основная сумма плюс начисленные на нее проценты.

Основной суммой будем называть величину инвестированного под проценты капитала. Таким образом, сложные проценты за период складываются из процентов на начальный капитал и процентов на проценты за предыдущий период.

Пример.
100 тысяч рублей положены на банковский счет на три месяца по ставке 10% в месяц. Найти наращенную по сложным процентам сумму в конце каждого месяца.
Решение.
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Заметим, что при фиксированной процентной ставке инвестирование на один период, соответствующий процентной ставке по сложным и простым процентам, приводит к одному и тому же наращенному значению. Поэтому начисление сложных процентов эквивалентно начислению простых процентов при реинвестировании средств в конце каждого периода. Итак, справедлива следующая формула, называемая формулой сложных процентов:
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где
S - наращенная по сложным процентам сумма,
Р - основной капитал,
i - процентная ставка за период,

n — срок (в периодах, соответствующих процентной ставке).
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 в формуле (1) называется множителем наращения.

Пример.
250 тысяч рублей инвестированы на 4 года под 6% годовых. Вычислить сложные проценты, начисленные к концу срока.
Решение.
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Графики зависимости наращенного значения от срока для фиксированных процентных ставок приведены на рис. Начальный инвестированный капитал равен 1.
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ЗАДАЧИ

1. 80 тысяч рублей инвестированы на 3 года по ставке 8% годовых. Вычислить наращенную сумму и сложные проценты к концу срока.
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2. Кредит в размере 270 тысяч рублей выдан под сложные проценты по ставке 2% в месяц на 1 год. Найти полную сумму долга к концу срока.
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3. Найти сложные проценты за 1 год и 3 месяца, начисленные на сумму 90 тысяч рублей по ставке 15% в квартал.
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2. Номинальная и эффективная процентные ставки
Обычно в финансовых контрактах фиксируется годовая процентная ставка, при этом проценты могут начисляться по полугодиям, кварталам, месяцам и т.д. В этом случае годовая ставка называется номинальной, а процентная ставка за один период начисления считается равной отношению номинальной ставки к числу периодов в году. Наращенная сумма вычисляется по следующей формуле:
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(2)
где
Р — основная сумма,

j — номинальная процентная ставка,

m — число периодов начисления в году,

Т— срок в годах.

Эта формула немедленно следует из (1) при замене
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где
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 - ставка за период,
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 - общее число периодов.

Пример.
Найти наращенную сумму и сложные проценты, если 140 тысяч рублей инвестированы на два года по номинальной ставке 12% годовых при начислении процентов:

а) по годам; b) по полугодиям; c) по кварталам; d) по месяцам

Решение.
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Из результатов этого примера видно, что при фиксированной номинальной ставке указание частоты начислений существенно. С ростом количества начислений процентов в году абсолютный годовой доход растет. Реальная доходность (норма прибыли инвестиций) выражается годовой эффективной процентной ставкой, которая связана с номинальной следующим соотношением
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(3)

где
i - эффективная годовая ставка,

j - номинальная годовая ставка,

m - число периодов начисления процентов в году.

При инвестировании или получении кредита во избежание недоразумений необходимо оценивать именно эффективную ставку.

Докажем, что приведенная формула действительно вычисляет годовую процентную ставку.

Пусть I, S, Р — проценты за год, наращенное значение и основной капитал соответственно. Тогда (за 1 год):
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Откуда
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Наконец, эффективная ставка за год будет равна
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ч.т.д.

Пример.
Найти годовую эффективную процентную ставку, эквивалентную номинальной ставке 16% при поквартальном начислении процентов.
Решение.
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Годовая эффективная ставка, таким образом, приближенно равна 17%.

Процентные ставки (за период) называются эквивалентными, если соответствующие им годовые эффективные ставки совпадают. То есть если выполнено равенство
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где
m1 - число периодов начисления по ставке i1, (за период) в году,
m2 - число периодов начисления по ставке i2 (за период) в году.

Для номинальных процентных ставок условие эквивалентности имеет вид:
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Пример.
Найти номинальную процентную ставку, проценты по которой начисляются по полугодиям, эквивалентную номинальной ставке 24% с ежемесячным начислением процентов.
Решение.
Обозначим через j2, процентную ставку, соответствующую начислению по полугодиям, а через j12 - по месяцам.
Тогда
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ЗАДАЧИ
1. Найти эффективную процентную ставку, эквивалентную номинальной ставке 36%, при ежемесячном начислении процентов.
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2. Найти наращенную сумму на 150 тысяч рублей, инвестированных на три месяца по номинальной ставке 21% годовых.
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3. Для номинальной ставки 12% с начислением процентов два раза в год найти эквивалентную ставку, проценты по которой начисляются ежемесячно.
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3. Непрерывная процентная ставка
До сих пор мы рассматривали только случаи дискретного начисления процентов. Для того, чтобы определить процент как результат непрерывного начисления, найдем наращенное за один год значение на единицу основного капитала по ставке 100% годовых с начислением m раз в году. То есть, вычислим годовой множитель наращения. Результаты вычислений приведены в таблице.

Таблица

	Начисление
	Число периодов
	Наращенная сумма

	Ежегодное
	1
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	Ежемесячное
	12
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	Ежедневное
	360
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	Ежечасное
	8640
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	Ежесекундное
	518400
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Ясно, что наращенная сумма увеличивается с ростом m, но как бы часто ни начислялись проценты, она не превысит величины 2,72. В пределе при m→∞ значение наращенной суммы стремится к числу
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Для фиксированной номинальной ставки j — множитель наращения за t лет


[image: image97.wmf]t

m

m

j

1

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+


для достаточно больших m можно считать приближенно равным 
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При непрерывном начислении процентов наращенная сумма задается экспоненциальной функцией
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где
Р – основная сумма;

j - непрерывная процентная ставка,
t - срок (в годах).

Пример.
Найти наращенное значение, если 100 тысяч рублей инвестированы на 5 лет по номинальной ставке 25% годовых для:
а) начисления один раз в год; б) начисления два раза в год; в) непрерывного начисления процентов по годовой станке 25%.

Решение.
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Пример.
Какой выигрыш получит инвестор за два года от инвестирования 200 тысяч рублей по ставке 8% годовых, если вместо поквартального начисления процентов на эту сумму будут начислены непрерывные проценты?
Решение.
Обозначим через S1 наращенное значение при поквартальном начислении процентов, а через S2 - при непрерывном. Тогда
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ЗАДАЧИ

1. Найти наращенную за два года сумму при непрерывном начислении процентов на $100 по ставке 6% годовых.
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2. Найти процентную ставку, соответствующую непрерывному начислению процентов, эквивалентную номинальной ставке 12%, при начислении по полугодиям.
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3. Найти разницу наращенных за два года значений на сумму 300 тысяч рублей по ставке 10% при непрерывном и ежемесячном начислении процентов.
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4. Текущее значение
Часто необходимо знать, какую денежную сумму Р нужно вложить под фиксированные сложные проценты сегодня, чтобы получить в определенный момент в будущем заданную сумму S. В этом случае сумма Р называется текущим (приведенным) значением. Разность (S-Р) называется сложным дисконтом, а процесс вычисления текущего значения - дисконтированием. Текущее значение при заданных S, n, i вычисляется по формуле
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вытекающей непосредственно из формулы сложных процентов. Для начисления процентов несколько раз в году при номинальной ставке j
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Для начисления непрерывных процентов по ставке j

[image: image109.wmf],

t

j

e

S

P

×

=


(7)
Пример.
Найти текущее значение долга, полная сумма которого через три года составит 700 тысяч рублей. Проценты начисляются:

а) по ставке 14% в конце каждого года; b) по ставке 2% в конце каждого квартала; с) по ставке 12% годовых в конце каждого месяца; d) непрерывные по ставке 5%.
Решение.
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ЗАДАЧИ

1. Найти текущее значение инвестиций, если наращенная к концу пятого года сумма должна быть равна 970 тысяч рублей.
а) начисляются непрерывные проценты по годовой ставке 4%;
б) проценты начисляются ежемесячно по ставке 12% годовых.


[image: image111.wmf]93613

,

533

12

12

,

0

1

970

P

12

m

12

,

0

j

)

b

16883

,

794

e

970

P

04

,

0

j

)

a

970

S

5

t

5

12

íîì

5

04

,

0

íåïðåð

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

=

=

=

=

=

=

×

×


2. Какая сумма должна быть инвестирована под проценты сегодня для накопления 500 тысяч рублей к концу года при начислении процентов:

а) в конце каждого квартала по ставке 16% годовых;
б) в конце каждого полугодия по ставке 9% годовых.
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5. Наращенное и текущее значение при произвольном сроке инвестирования
На практике срок инвестирования далеко не всегда представляется целым числом периодов начисления процентов. Для вычисления наращенного (или текущего) значения в таком случае логично было бы найти процентную ставку, эквивалентную исходной, при которой срок равен целому числу периодов начисления.

Пример.
Пусть 600 тысяч рублей инвестированы на 1 год и 3 месяца под сложные проценты по ставке 22% годовых. Найти наращенную к концу срока сумму.
Решение.
Найдем процентную ставку i, соответствующую начислению по месяцам, эквивалентную годовой ставке 22%. Имеем
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.
Тогда наращенная сумма составит
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Заметим, что
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Это верно и в общем случае. То есть вычисление наращенного (или текущего) значения по формуле сложных процентов (1) (или (5)), независимо от того, представляется срок инвестирования целым числом периодов или нет, дает тот же результат, что и вычисление с использованием эквивалентной ставки.

Из-за вычислительных трудностей, появляющихся при иррациональном сроке, обычно для наращения и дисконтирования применяются приближенные методы. Наиболее распространенным является так называемый банковский метод, при котором на целое число периодов начисляются сложные проценты, а на остаток – простые.

Пример.
Долг в размере 580 тысяч рублей должен быть выплачен через 2 года и 4 месяца. Найти текущее значение долга при условии, что проценты на кредит начисляются по ставке 10% годовых.
Решение.
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6. Вычисление процентной ставки и срока инвестирования
Пусть сумма Р выплачивается в момент t и сумма S - в момент t+n, где n - срок между выплатами, выраженный в фиксированных периодах, например, в годах или в месяцах. Как найти эффективную процентную ставку за период, для которой эти суммы эквивалентны? Точный (теоретический) метод вычисления состоит в решении уравнения (1) относительно этой ставки, т.е.

[image: image117.wmf].

1

P

S

i

n

1

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


(8)

Если срок n между выплатами Р и S выражен в годах, то для номинальной годовой процентной ставки, соответствующей m-кратному начислению процентов в году, из (2), заменяя t на n, получим:
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(9)

Непрерывная ставка процентов находится из (4) при замене t на n, т.е.

[image: image119.wmf].

P

S

ln

n

1

j

×

=


(10)

Пример.
Найти стоимость кредита, выраженного:

а) годовой процентной ставкой; b) непрерывной процентной ставкой, если основная сумма кредита 300 тысяч рублей, а сумма при погашении - 700 тысяч рублей. Кредит выдан на 2 года.
Решение.

[image: image120.wmf]42

,

0

300

700

ln

2

1

j

)

b

53

,

0

1

300

700

i

)

a

2

n

700

S

300

P

2

1

=

×

=

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

=


Наиболее часто используемым приближенным методом вычисления процентной ставки является метод линейной интерполяции. При этом уравнение (1) решается относительно множителя наращения а, равного 
[image: image121.wmf](
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Затем из соответствующей таблицы (пример такой таблицы приведен в приложении 2) по заданному сроку находятся две ставки i1, i2 такие, что множители наращения а1, а2 для них являются ближайшими границами снизу и сверху для значения а, найденного из уравнения (1). Приближенное значение искомой процентной ставки i вычисляется из линейного уравнения
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(11)

Пример.
Найти доходность инвестиций, выраженную процентной ставкой за месяц, основная и наращенная сумма которых 150 и 195 тысяч рублей соответственно. Срок инвестирования – 3 месяца.

Решение.
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По таблице (см. табл. П 2) найдем нижнюю и верхнюю границы для этого значения соответствующие 3-месячному сроку, и соответствующие им процентные ставки за месяц. Имеем
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Для определения срока, на который должна быть инвестирована денежная сумма Р под сложные проценты по ставке i за фиксированный период с целью накопления суммы S к концу этого периода, также можно воспользоваться формулой (1). Получаемый из этой формулы срок
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выражен в соответствующих процентной ставке периодах. Аналогично находится срок инвестирования для непрерывного начисления процентов:
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Пример.
На какой срок нужно положить 100 тысяч рублей под

a) сложные проценты по ставке 25%;

b) непрерывные проценты по ставке 8%,
чтобы накопить к концу срока 700 тысяч рублей?
Решение.
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7. Геометрическая прогрессия
Пусть 100 тысяч рублей инвестированы под сложные проценты по ставке 10% годовых. Последовательность наращенных к концу каждого года значений
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является геометрической прогрессией со знаменателем 1,1 и первым членом 100. В общем случае последовательность 
[image: image129.wmf]{
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 называется геометрической прогрессией, если существует число q называемое знаменателем, такое, что
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Пример.
Написать следующие три члена геометрической прогрессии:
а) 1, 3, 9; b) 4, 2, 1; с) 3, -6, 12.
Решение.
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Так как каждый член геометрической прогрессии получается из предыдущего умножением на одно и то же число q, то справедлива следующая формула для n-го члена геометрической прогрессии
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где
а1 - первый член геометрической прогрессии,
q - знаменатель прогрессии.
Пример.
Найти седьмой член геометрической прогрессии с первым членом 5 и показателем – 2.

Решение.
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Выведем формулу для суммы Sn первых n членов геометрической прогрессии. Ясно, что


[image: image134.wmf].

1

1

2

1

1

1

-

×

+

+

×

+

×

+

=

n

n

q

a

q

a

q

a

a

S

K


Умножим обе части этого равенства на q
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и вычтем второе из первого. Тогда
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Отсюда
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(16)

Пример.
Найти сумму первых пяти членов геометрической прогрессии с первым членом 4 и разностью - 3.
Решение.
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ЛЕКЦИЯ №4.
УРАВНЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

1. Временное значение денег. Понятие эквивалентности
С экономической точки зрения бессмысленно говорить о величине денежной суммы без указания даты ее получения. Очевидно, что 1000 рублей сегодня и 1000 рублей, ожидаемые через год, не равноценны, так как деньги могут быть вложены в дело и принести доход. Допустим, что банковская процентная ставка на все вклады составляет 20% годовых и инвестор по некоторым причинам предпочитает вкладывать средства именно в этот банк. Для такого инвестора безразлично, получить 1000 рублей через год или 1400 - через два года и т.д. Однако он, естественно, предпочтет получить 2000 рублей через год, чем 1000 рублей сегодня, которые при ставке 20% годовых к концу года обеспечат только 1200 рублей. Таким образом, для сравнения денежных сумм, относящихся к различным моментам времени, необходимо фиксировать процентную ставку.

Введем теперь следующее определение эквивалентности. Сумма Р, относящаяся к началу срока, состоящего из n периодов, эквивалентна по ставке сложных процентов i за период сумме S, относящейся к концу срока, если выполнено соотношение
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Отметим важное свойство эквивалентности. При фиксированной ставке сложных процентов из того, что сумма А эквивалентна сумме В и сумма В эквивалентна сумме С, следует, что сумма А эквивалентна сумме С.
Для доказательства этого свойства введем следующие обозначения (см. рис. 1):
Рис. 1

где
0 — данный момент,

n1 — срок выплаты суммы А,
n2 — срок выплаты суммы B,
n3 — срок выплаты суммы C,
А эквивалентно В, следовательно
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В эквивалентна С, значит,
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Подставляя (*) в (**), получим
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и следовательно, А эквивалентна С. Последнее соотношение не выполняется ни для простой процентной ставки, ни для простой учетной ставки, поэтому понятие эквивалентности для этих ставок логически не обосновано.

Пусть сумма D получена в момент n0. Все эквивалентные по ставке i значения лежат на кривой, изображенной на рисунке 2.
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Рис. 2
Для сравнения денежных сумм необходимо найти эквивалентные им значения, соответствующие одному и тому же моменту времени, и сравнить эти значения.

Пример.
Долг в размере 300 тысяч рублей должен быть выплачен через два года. Найти эквивалентные по ставке 25% значения
а) в конце года; б) через 5 лет.
Решение.
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Рис. 3
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ЗАДАЧИ

1. Найти эквивалентное по ставке 12% годовых значение для 70000 рублей, которые должны быть выплачены через год для следующих моментов времени:
а) сегодня;

б) через два года;

в) через пять лет.
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2. Найти эквивалентное через два года значение для долга, равного 420 тысячам рублей сегодня, при поквартальном начислении процентов по ставке 40% годовых.
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2. Эквивалентное значение для потока платежей
Допустим, что мы имеем дело не с одной выплатой, а с множеством распределенных во времени платежей. Для каждой выплаты из этого множества легко найти эквивалентное значение. Возникает вопрос: как определить эквивалентное значение для множества выплат в целом? Ясно, что это значение должно зависеть от процентной ставки и момента времени, для которого это значение определяется. При этом эквивалентная сумма и сама последовательность выплат должны быть равноценны. Кроме того, при добавлении (исключении) одной выплаты эквивалентное множеству значение должно увеличиваться (уменьшаться) на эквивалентное добавленной (исключенной) выплате значение в соответствующий момент времени.
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Следующее определение удовлетворяет всем, приведенным требованиям. Эквивалентным множеству распределенных во времени выплат значением по ставке сложных процентов i в фиксированный момент времени называется сумма приведенных к этому моменту эквивалентных по ставке i значений выплат указанного множества. Приведенное определение иллюстрируется рисунком 4.

Рис. 4
Из рис. 4 видно, что
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Итак, величина Sk является эквивалентным по ставке i в момент k значением для множества, состоящего из n выплат с интервалом в один год.

Пример.
Для множества, состоящего из трех последовательных выплат в размере 25000 рублей каждая, ожидаемых через год, три года, пять лет, найти эквивалентное по ставке 10% годовых значение:

а) сегодня;

б) через два года;

в) через пять лет.
Решение.
Рис. 5
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Справедливо следующее свойство эквивалентности: если два значения эквивалентны по фиксированной ставке сложных процентов одному и тому же множеству выплат для различных моментов времени, то они эквивалентны друг другу по той же ставке.
Докажем это свойство для множества, состоящего из двух выплат (см. рис. 6).

Рис. 6
Пусть U эквивалентно множеству выплат {А, В} по ставке i в момент t1,. а V эквивалентно этому множеству по ставке i в момент t2. Запишем уравнения эквивалентности для t1
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и для t2
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Умножая первое равенство на 
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 и сравнивая его со вторым, получим
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Следовательно, Uи V эквивалентны по ставке i.

Пример.
Долг должен быть выплачен двумя платежами: 49000 рублей в конце первого года и 115000 рублей в конце четвертого года. Найти эквивалентную этим выплатам сумму единовременного платежа при начислении процентов по ставке 28% годовых:

а) сегодня:

б) в конце третьего года.
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Рис. 7
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3. Неэквивалентные значения
Допустим, что At и Bt — эквивалентные по ставке i в момент t значения для денежных сумм А и В соответственно. И пусть
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Ясно, что тогда (по свойству эквивалентности) значения Аt1 и Вt1, эквивалентные А и В соответственно, в произвольный момент также будут различны, т.е.
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Заметим, что значения Аt1-Bt1 и At-Bt эквивалентны для произвольных моментов t и t1. Действительно,
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Пример.
Сравнить два долговых обязательства:

1)Долг составляет 550 тысяч рублей плюс сложные проценты по ставке 10% годовых.

2) Долг составляет 370 тысяч рублей плюс сложные проценты по ставке 24% годовых при начислении два раза в год. Срок погашения обязательств - два года.

Сравнение провести:

а) для текущего момента времени;

б) для конца первого года;

в) для конца второго года.
Решение.
	Эквивалентное значение
	Текущее значение
	Значение после 1 года
	Значение после 2 лет

	1).
	550000
	605000
	665500

	2).
	370000
	464128
	582202,16

	Разность
	180000
	140872
	83297,84


ЗАДАЧИ

1. Для множества, состоящего из трех последовательных выплат в размере 42000 рублей каждая, ожидаемых через один месяц, три месяца и пять месяцев, найти эквивалентное по ставке 24% годовых значение:

а) через год;

б) через 1,5 года.

2. Долг должен быть выплачен двумя платежами: 80 тысяч рублей в конце первого года и 500 тысяч рублей - в конце четвертого года. Найти эквивалентную этим выплатам сумму единовременного платежа при начислении процентов по ставке 16% годовых:

а) сегодня;

б) в конце третьего года.

3. Сравнить два долговых обязательства:

1) Долг составляет 420 тысяч рублей плюс сложные проценты по ставке 20% годовых. Срок погашения обязательства - два года.

2) Долг составляет 250 тысяч рублей плюс сложные проценты по ставке 12% годовых при начислении два раза в год. Срок погашения – два года.
4. Эквивалентные потоки платежки

Одной из важных практических задач финансовой математики является замена заданного множества платежей на эквивалентное. Например, если 400 тыс. рублей выданы в кредит на два года под сложные проценты по ставке 18% годовых, то долг может быть погашен либо выплатой 556,96 тыс. рублей в конце года, либо эквивалентным множеством, состоящим из двух выплат: 300 тыс. рублей в конце первого года и 202,96 тыс. рублей - в конце второго года. Временная диаграмма выплат для этого примера изображена на рис. 8.
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Рис. 8.

В общем случае два множества выплат называются эквивалентными при фиксированной ставке сложных процентов, если эквивалентные по этой ставке значения в произвольный момент t для этих множеств совпадают. Например, для множеств платежей R1 R2, и J1, J2, J3, изображенных на диаграмме (см. рис. 9),
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Рис. 9.

равенство эквивалентных значений в момент 2 записывается следующим образом:
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Уравнение, устанавливающее равенство эквивалентных значений для множеств платежей, называется уравнением эквивалентности.
Пример.

Заменить следующий поток платежей: 200 тысяч рублей через один год, 175 тысяч - через два года, 210 тысяч - через 4 года, эквивалентным множеством, состоящим из двух выплат, равных по величине: первая - через 1,5 года, вторая - через 4 года. Проценты начисляются по ставке 8% годовых каждые 6 месяцев.

Решение.
Временная диаграмма выплат изображена на рис. 10.
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Рис. 10.
Эффективная ставка за полгода равна 4%. Составим уравнение эквивалентности для настоящего момента. Оно имеет следующий вид:
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Отсюда величина выплат составит
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5. Решение уравнения эквивалентности относительно неизвестного количества выплат

Уравнение эквивалентности включает несколько типов величин: размер выплаты, срок выплаты, количество выплат, эквивалентное значение для множества выплат и соответствующий этому значению срок. До сих пор в качестве неизвестного в уравнении рассматривалось только эквивалентное значение, однако иногда полезно уметь находить срок выплаты, или процентную ставку, или другой параметр уравнения.

Рассмотрим следующие примеры.

Пример.

Долг должен быть погашен двумя платежами: 120 тысяч рублей - через один год и 450 тысяч рублей - через три года. При ставке 25% годовых найти срок, когда замена обеих выплат одной выплатой в размере 480 тысяч рублей будет справедливой (эквивалентной).

Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 11.
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Рис. 11.

Обозначим через n срок выплаты 480 тысяч рублей. Составим уравнение эквивалентности для настоящего момента
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Отсюда
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Если поток платежей заменяется одной выплатой, равной сумме этих платежей, то дата, для которой указанная выплата эквивалентна множеству платежей, называется средним сроком.

Пример.

Для множества, состоящего из трех выплат (100 тысяч рублей сегодня, 200 тысяч - через два года, 300 тысяч - через пять лет), найти средний срок, т.е. дату, когда это множество выплат эквивалентно 600 тысячам рублей. Проценты начисляются по ставке 12% годовых.

Решение.

Временная диаграмма выплат приведена на рис. 12.
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Рис. 12.
Запишем уравнение эквивалентности для настоящего момента. Оно имеет вид
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Отсюда
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Решение уравнения эквивалентности относительно среднего срока не представляется особенно трудным, тем не менее если требуется получить лишь грубое приближение, то можно воспользоваться следующей формулой:
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где
Sk - выплаты, k = 1, 2,..., К,
nk - соответствующие периоды начисления процентов.
Пример.

Для множества, состоящего из пяти выплат (115 тысяч рублей сегодня, 90 тысяч - через два месяца, 650 тысяч - через четыре месяца, 300 тысяч - через шесть месяцев), оценить средний срок. Проценты начисляются по ставке 2% в месяц.
Решение.
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ЗАДАЧИ

1. Заменить следующий поток платежей: 70 тысяч рублей - через один год, 120 тысяч - через два года, 90 тысяч - через три года - эквивалентным множеством, состоящим из двух равных по величине выплат: первая — через полтора года, вторая - через четыре года. Проценты начисляются по ставке 8% годовых каждые 6 месяцев.
2. Долг должен быть погашен двумя платежами: 100 тысяч рублей - через один год и 370 тысяч рублей - через три года. При ставке 16% годовых найти срок, когда замена обеих выплат одной выплатой в размере 480 тысяч рублей будет справедливой (эквивалентной).
3. Для множества, состоящего из трех выплат (100 тысяч рублей сегодня, 200 тысяч - через два года, 300 тысяч - через пять лет), найти средний срок точным и приближенным методом. Проценты начисляются по ставке 22% годовых.
ЛЕКЦИЯ №5.
ПРОСТЫЕ РЕНТЫ
1. Типы рент

Рентой называется последовательность периодических выплат, обычно равных по величине, осуществляемых через равные промежутки времени. Наиболее распространенными примерами рент являются выплаты по облигациям, премии по страхованию, выплаты потребительских кредитов и т.д. Временной интервал между двумя последовательными выплатами называется периодом ренты. Срок от начала первого периода до конца последнего называется сроком ренты. Различают два основных типа рент: безусловные и условные ренты. Безусловные ренты - это ренты с фиксированным сроком, т.е. даты первой и последней выплат определены до начала ренты. Условные ренты - ренты, в которых дата первой или последней выплаты зависит от некоторого события. Например, пенсия или премия по страхованию жизни.

Рента называется обычной, или постнумерандо, если выплаты производятся в конце каждого периода, и авансированной (приведенной, или пренумерандо), если выплаты - в начале каждого периода.

2. Текущее и наращенное значение обычной ренты

Текущим значением ренты называется денежная сумма, эквивалентная множеству всех выплат в начальный момент ренты. Наращенным значением (суммой) ренты называется сумма, эквивалентная множеству всех выплат в конце всего срока ренты. Для обычной ренты текущее значение определяется за один период до первой выплаты, а наращенное значение - в момент последней выплаты. Очевидно, что и текущее, и наращенное значения зависят от процентной ставки, используемой в уравнении эквивалентности. Так, период ренты может совпадать или не совпадать с периодом начисления процентов. Ренты по этому признаку классифицируются на простые и общие соответственно. В этой главе мы будем рассматривать только простые ренты.

Пример.

Найти текущее и наращенное значение для обычной ренты, состоящей из трех годовых выплат по 100 тысяч рублей каждая, при начислении процентов по ставке 10% годовых.

Решение.

Временная диаграмма выплат для этой задачи приведена на рис. 1.
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Рис. 1.

Обозначим через А - текущее, а через S - наращенное значение ренты. Тогда из уравнения эквивалентности получим
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В общем случае пусть S - наращенное значение простой обычной ренты, состоящей из и выплат, каждая в размере R. Временная диаграмма выплат приведена на рис. 2.
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Рис. 2.

Записывая уравнение эквивалентности для даты последней выплаты, получим
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Справа стоит сумма п членов геометрической прогрессии с первым членом R и знаменателем 1 + i. По формуле суммы геометрической прогрессии
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Выражение

[image: image177.wmf](

)

,

i

1

i

1

n

-

+


зависящее от n и i, обозначается символом 
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. Таким образом,
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называется множителем наращения простой обычной ренты. Формулу (1) можно переписать в виде
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Текущее значение А определяется из условия эквивалентности для текущего и наращенного значения обычной ренты, т.е.
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Отсюда

[image: image182.wmf](

)

i

i

1

1

R

A

n

-

+

-

×

=


(4)

Выражение
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обозначается символом 
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, и называется дисконтирующим множителем обычной простой ренты. То есть
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 можно рассматривать как текущее и наращенное значение простой обычной ренты с единичными выплатами.

Пример.

Найти текущее и наращенное значение ренты с выплатами по 320 тысяч рублей в конце каждого месяца в течение двух лет. Проценты начисляются ежемесячно по номинальной ставке 24% годовых.

Решение.

Временная диаграмма выплат приведена на рис. 3.
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Рис. 3.

Эффективная ставка за месяц равна 2%. Текущее значение вычисляется по формуле (4):
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Наращенное значение вычисляется по формуле (1):
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ЗАДАЧИ

1. Найти наращенное значение обычной ренты, состоящей из 10 годовых выплат по 40 тысяч рублей каждая, если проценты начисляются по ставке 15% годовых.

2. 52 тысячи рублей выплачиваются в конце каждого месяца в течение двух лет. Найти наращенное значение данной ренты при условии, что проценты начисляются ежемесячно по ставке 2%.

3. Найти текущее значение долга, выплачиваемого в виде обычной ренты, состоящей из 8 квартальных выплат по 170000 рублей. Проценты начисляются по ставке 40% годовых в конце каждого квартала.

3. Авансированная (приведенная) рента

Пенсионная рента, премии по страхованию являются примерами авансированной ренты. Как уже говорилось выше, авансированная рента отличается от обычной тем, что все выплаты производятся на один период раньше (в начале каждого периода). Наращенное значение ренты эквивалентно множеству всех выплат в конце последнего периода ренты, а текущее значение - в момент первой выплаты, т.е. в начале первого периода. Временная диаграмма выплат авансированной ренты изображена на рис. 4.
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Рис. 4.

Пусть А - текущее, S - наращенное значение авансированной ренты, i - процентная ставка за период ренты, n - срок ренты, R - размер выплат. Текущее и наращенное значение авансированной ренты может быть вычислено следующими двумя способами (см. временную диаграмму на рис. 5).
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Рис. 5.

1). Вместе с авансированной рентой рассмотрим обычную ренту с тем же множеством платежей, что и у исходной, но которая начинается на один период раньше. Так как множества выплат обеих рент совпадают, то соответствующие им текущие значения эквивалентны. Следовательно,
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Отсюда текущее значение авансированной ренты
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(6)

Наращенные значения этих рент также эквивалентны, поэтому
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(7)
2). Текущее значение авансированной ренты можно рассматривать как сумму платежа R в начальный (нулевой) момент и текущего значения обычной ренты с платежами в размере R и сроком n-1 периодов. То есть
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(8)

Далее рассмотрим ренту, состоящую из и+1 выплаты в размере R с началом на один период раньше, чем у приведенной ренты. Так как эта рента имеет n общих выплат с исходной авансированной рентой, то из уравнения эквивалентности получим соотношение между наращенными значениями обеих рент
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Отсюда
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Пример.

Найти текущее значение авансированной ренты с выплатами в размере 170 тысяч в конце каждого полугодия при начислении процентов по ставке 10% за полугодие. Срок ренты - 3 года.

Решение.

Временная диаграмма выплат приведена на рис. 6.
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Рис. 6.

Метод 1.

Текущее значение обычной ренты, состоящей из 6 выплат по 170 тысяч рублей, с началом в точке-1 эквивалентно текущему значению исходной ренты, т.е.
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Следовательно,

А = (1,1) ( 740,39432 = 814,43375 тыс. руб.

Метод 2.

Текущее значение исходной авансированной ренты равно сумме первой выплаты и текущего значения обычной ренты сроком 5 полугодий, начало которой совпадает с началом исходной ренты. Поэтому
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Пример.

Найти наращенную сумму авансированной ренты, состоящей из четырех выплат по 150 тысяч рублей, при начислении процентов по ставке 8% годовых.

Решение.

Временная диаграмма выплат приведена на рис. 7.
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Рис. 7.
Метод 1.

Запишем уравнение эквивалентности для даты последней выплаты, используя вспомогательную обычную ренту, выплаты которой совпада​ют с выплатами исходной ренты. Тогда
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Отсюда

S = 1,08 ( 675,9168 = 729,99014 тыс. руб.

Метод 2.

Снова используя вспомогательную обычную ренту, которая отличается от исходной только началом и последней выплатой, запишем уравнение эквивалентности для конца срока исходной ренты. Оно будет иметь вид
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Отсюда

S = 879,99014-150 = 729,99014 тыс. руб.
ЗАДАЧИ

1. Найти наращенное значение ренты с выплатами по 100 тысяч рублей в начале каждого месяца в течение двух лет. Проценты начисляются по ставке 14% годовых.
2. 290 тысяч рублей выплачивается в начале каждого полугодия в течение 3,5 года. Найти наращенное значение данной авансированной ренты при условии, что проценты начисляются по ставке 6% годовых в конце каждого полугодия.

3. Найти текущее значение авансированной ренты, состоящей из 12 ежемесячных выплат, если проценты начисляются по ставке 1% в месяц.

4. Найти текущее значение ренты с выплатами по 200 тысяч рублей в начале каждого полугодия при начислении процентов по ставке 20% за полгода.

ЗАМЕЧАНИЯ

Текущее значение авансированной ренты с единичными выплатами обозначается символом
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а наращенное значение - символом
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Из формул 6 и 7 при R, равном 1, получаем выражения:

[image: image207.wmf](

)

i

n

i

n

a

i

1

a

×

+

=

&

&


и


[image: image208.wmf](

)

i

n

i

n

s

i

1

s

×

+

=

&

&


4. Отложенная рента

Если срок ренты начинается в некоторый момент в будущем, то такая рента называется отложенной. Отложенную ренту принято считать обычной, поэтому в дальнейшем, говоря об отложенной ренте, мы будем подразумевать отложенную обычную ренту. Длина временного интервала от настоящего момента до начала ренты называется периодом отсрочки. Так, период отсрочки ренты с выплатами по полугодиям и первой выплатой через четыре года равен 3,5 года. Текущее и наращенное значения отложенной ренты находятся из уравнения эквивалентности аналогично тому, как это делалось в предыдущей лекции.

Пример.
Найти текущее значение отложенной ренты с выплатами по 100 тысяч в конце каждого полугодия, если первая выплата - через два года, а последняя - через пять лет. Проценты начисляются по ставке 20% за полгода.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 8.
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Рис. 8.

Пусть А — текущее значение ренты. Так как первая выплата производится в конце 4-го полугодия, а последняя - в конце 10-го, то всего выплат - 7. Следовательно, уравнение эквивалентности для начала срока обычной ренты, отложенной на три полугодия, следующее:
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Отсюда
А = (1,2)-3 - 360,45918 = 208,59906 тыс. руб.

Текущее значение отложенной ренты можно найти и другим способом (см. временную диаграмму на рис. 9).
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Рис. 9.

Добавим к исходной ренте три выплаты по 100 тысяч рублей в конце 1-го, 2-го и 3-го полугодий. Текущее значение полученной обычной ренты складывается из текущих значений исходной отложенной ренты и добавленной ренты, состоящей из трех выплат. Решая относительно А уравнение эквивалентности
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для настоящего момента времени получим
А = 419,24721 - 210,64815 = 208,59906 тыс. руб.

В общем случае, применяя два рассмотренных выше метода к отложенной на k периодов ренте с параметрами R, n, i, где R - размер одного платежа, n - срок ренты, i - процентная ставка, получим в первом случае
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(10)

а во втором -

[image: image214.wmf].

a

a

R

A

i

k

i

k

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

+


(11)

Приравнивая правые части (10) и (11), получим
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Это соотношение более наглядно, и оно легко может быть получено с помощью временной диаграммы.

ЗАДАЧИ
1. Найти наращенное значение отложенной на 2 месяца ренты с ежемесячными выплатами, но 80 тысяч рублей в течение 10 месяцев. Проценты начисляются по ставке 1% в месяц.

2. Найти наращенное значение отложенной на один год ренты с выплатами в размере 300 тысяч рублей в конце каждого года и сроком 6 лет. Проценты начисляются по ставке 36% годовых.

3. Долг погашается пятью ежемесячными выплатами по 30 тысяч рублей. Первая выплата - через два месяца. Найти текущее значение долга при начислении процентов по ставке 2% в месяц.

5. Параметры ренты

Равенство
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выражает связь между наращенным значением S и параметрами R, n, i простой обычной ренты. Если S, n, i заданы, то для R получим
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Аналогично, если известны А, n, i, то из
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получим
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(13)
Формулы (12) и (13) справедливы только для простой обычной ренты. Для вычисления размера выплат в случае авансированной или отложенной ренты нужно использовать соответствующее уравнение эквивалентности.

Пример.
Найти величину выплат обычной ренты, текущее значение которой 100 тысяч рублей, срок 6 месяцев. Проценты начисляются по ставке 3% в месяц.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 10.
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А = 100
Рис. 10.
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Пример.
Найти величину ежегодных выплат авансированной ренты сроком 7 лет, текущее значение которой - 400 тысяч рублей. Процентная ставка составляет 24% годовых.
Решение.
Из формулы (10) для текущего значения авансированной ренты получим
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Пример.

Найти величину ежегодных выплат отложенной на два года ренты сроком 5 лет, текущее значение которой - 860 тысяч рублей. Проценты начисляются по ставке 21% годовых.
Решение.
Из формулы (10) для текущего значения отложенной ренты получим
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ЗАДАЧИ
1. Найти величину выплат обычной ренты, текущее значение которой - 640 тысяч рублей, срок 3 года. Проценты начисляются по ставке 15% годовых.

2. Найти величину ежемесячных выплат авансированной ренты сроком 10 месяцев, текущее значение которой - 85 тысяч рублей. Процентная ставка составляет 4% в месяц.

3. Найти величину квартальных выплат отложенной на год ренты сроком 2 года, текущее значение которой - 860 тысяч рублей. Проценты начисляются по ставке 21% годовых.
ЛЕКЦИЙ №6.
ОБЩИЕ РЕНТЫ

1. Сведение общей ренты к простой

Особое внимание, уделяемое рентам, связано с широким применением их в финансовой практике. Формально для вычисления параметров произвольного потока платежей и, в частности, ренты достаточно уметь составлять уравнение эквивалентности для заданного момента времени. Однако для произвольного ряда выплат эта задача может оказаться очень трудоемкой, в то время как для простой ренты уравнение эквивалентности сводится к формуле геометрической прогрессии. Для вычисления параметров общей ренты наиболее естественным представляется преобразование ее в эквивалентную простую ренту.

Пусть W - величина выплат общей обычной ренты,

p - число выплат общей ренты в году,

i - процентная ставка за период начисления,

m - число периодов начисления в году,

R - величина выплат простой ренты, эквивалентной исходной общей ренте (см. временную диаграмму на рис. 1).
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Рис. 1.

Напомним, что период выплат и период начислений для простой ренты совпадают.

Для того, чтобы данные ренты были эквивалентны, необходимо выполнение следующих двух условий:

1) процентные ставки за периоды этих рент должны быть эквивалентны;

2) эквивалентные этим рентам значения, соответствующие одному и тому же моменту времени, должны совпадать.

Пусть j - процентная ставка, соответствующая периоду общей ренты. Тогда из определения эквивалентности процентных ставок и условия 1) имеем


[image: image225.wmf](

)

(

)

.

i

1

j

1

m

,

p

+

=

+


(1)
Приравнивая наращенные за год значения обеих рент, получим
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или более подробно
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(2)
Отсюда, учитывая (1), вытекает
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(3)
Решая (1) относительно j и подставляя в (3), получим формулу для выплат простой ренты
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Пример.
Заменить обычную ренту сроком два года с выплатами по 140 тысяч рублей в конце каждого полугодия и начислением процентов по кварталам по ставке 10% годовых простой рентой с поквартальными выплатами.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 2.
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Рис. 2.
Здесь
W = 140 тыс. руб., p = 2, m=4, i = 0,025.
Используя формулу (4), получим
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ЗАДАЧИ
1. Заменить обычную ренту сроком 5 лет с выплатами по 300 тысяч рублей в конце каждого года и начислением процентов по ставке 10% годовых простой рентой с выплатами по полугодиям.

2. Заменить обычную ренту с выплатами по 50 тысяч рублей в конце месяца и начислением процентов по кварталам по ставке 6% годовых простой рентой с поквартальными выплатами.

2. Текущее и наращенное значение обычной общей ренты

Для вычисления текущего (наращенного) значения обычной ренты нужно сначала преобразовать ее в эквивалентную простую ренту, а затем найти текущее (наращенное) значение полученной простой ренты. То есть формула для текущего значения общей обычной ренты получается при подстановке выражения (6.4) в формулу (5.4) текущего значения простой обычной ренты, т.е.
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(5)
где
А - текущее значение общей ренты,

W - величина выплат общей обычной ренты,

р - число выплат общей ренты в году,

i - процентная ставка за период начисления,

m - число периодов начисления в году,

n - срок ренты в периодах начисления процентов.

Пример.
Найти текущее значение обычной ренты с выплатами по 60 тысяч рублей в конце каждого квартала при ежемесячном начислении процентов по ставке 10% годовых. Срок ренты - 1,5 года.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 3.
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Рис. 3.
Здесь

W = 60 тыс. руб., р = 4, т = 12, i = 0,01, n = 18.
Используя формулу (5), получим
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Аналогично формула для наращенного значения S общей обычной ренты получается подстановкой выражения (6.4) в формулу (5.1), т.е.
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(6)
Пример.
Найти наращенное значение обычной ренты с выплатами по 95 тысяч рублей в конце каждого года при поквартальном начислении процентов по ставке 8% годовых. Срок ренты - 3 года.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 4.
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Рис. 4.
Здесь
W=95 тыс. руб., р = 1, m = 4, i = 0,08, n = 12.
Используя формулу (6), получим
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ЗАДАЧИ
1. Найти текущее и наращенное значение обычной ренты с выплатами по 110 тысяч рублей в конце каждого полугодия при начислении процентов по ставке 5% в конце каждого года. Срок ренты - 4 года.

2. Найти текущее и наращенное значение обычной ренты с выплатами по 80 тысяч рублей в конце каждого полугодия при поквартальном начислении процентов по ставке 10% годовых. Срок ренты - 3 года.

3. Преобразование простой ренты в общую ренту

Необходимость в таком преобразовании возникает, когда нужно найти величину выплат общей ренты по заданному текущему или наращенному значению.

Пример.
Кредит в размере 600 тысяч рублей выдан под проценты по ставке 16% годовых при начислении процентов по полугодиям. Определить размер поквартальных погасительных платежей, необходимых для погашения долга за 1,5 года.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 5.
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Рис. 5.

Найдем сначала величину выплат R простой обычной ренты с параметрами:
А = 600 тыс. руб., i = 0,08, n = 3.
Тогда
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Отсюда, учитывая (4), находим
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ЗАДАЧА

Кредит в размере 470 тысяч рублей выдан под проценты по ставке 6% годовых при начислении процентов по кварталам. Определить размер годовых погасительных платежей, необходимых для погашения долга за 5 лет.
4. Бессрочная рента

Бессрочная рента - это рента, выплаты которой не ограничены никаким сроком. Существует множество примеров бессрочных рент, простейший из них, наверно, - последовательность периодических выплат процентов на продуктивно инвестированный капитал. Классификация бессрочных рент (на обычные, приведенные, отложенные и т. д.) полностью совпадает с классификацией рент (конечных), которые рассматривались выше. Например, обычная простая бессрочная рента - это множество периодических платежей, производимых бесконечно долго в конце каждого последовательного периода начисления процентов. Временная диаграмма выплат для этого примера приведена на рис. 6.
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Рис. 6.

Пусть А, как и раньше, - текущее значение обычной простой бессрочной ренты, пусть также i - процентная ставка, соответствующая периоду выплат, а R - величина выплат. Текущее значение А должно быть эквивалентно множеству выплат R при ставке i. Так как инвестиция в размере А в начальный (нулевой) момент времени обеспечивает процентные выплаты в конце каждого периода, пока сумма остается инвестированной, то должно выполняться равенство

R = A(i
(7)

или
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Ясно, что если любые два из трех значений A, R, i известны, то последнее может быть найдено из уравнения (7). Соотношение, устанавливаемое уравнением (7), можно получить как предельный случай обычной ренты сроком n лет при n, стремящемся к ∞. С ростом n дробь
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уменьшаясь, стремится к нулю при n → ∞, поэтому, переходя к пределу в уравнении для текущего значения обычной ренты сроком n лет, получим
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Пример.
Найти сумму, необходимую для основания фонда, который обеспечивает выплаты 750 тысяч рублей в конце каждого года, если деньги могут быть инвестированы по эффективной ставке 3% годовых.

Решение.
Ясно, что речь идет о простой обычной бессрочной ренте с выплатами R = 750 тысяч рублей и i = 0,03. Из уравнения (7) получим
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Период выплаты часто отличается от периода начисления процентов. В этом случае бессрочная рента называется общей (бессрочной рентой). Связь между выплатами общей и простой бессрочной ренты описывается, как и для конечных рент, формулой (4). Эта формула не зависит от общего числа периодов и, следовательно, справедлива для бессрочных рент. Текущее значение такой ренты легко вычисляется с помощью преобразования ее в простую и использования уравнения (7).
Пример.
Найти текущее значение бессрочной ренты с выплатами по 100 тысяч рублей в конце каждого месяца при эффективной ставке на инвестиции 3% годовых.
Решение.
Временная диаграмма выплат приведена на рис. 7.
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Рис. 7.
По формуле (4) найдем величину выплат эквивалентной исходной простой обычной бессрочной ренты. Имеем
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Текущее значение исходной ренты равно
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5. Приведенная бессрочная рента

Аналогично рентам с конечным сроком бессрочная приведенная рента определяется как последовательность периодических выплат, производимых в начале каждого периода бесконечно долго. Соответственно для простой приведенной бессрочной ренты периоды начисления процентов совпадают с периодами выплат, а для общей - нет. Приведенная рента в рассматриваемом случае отличается от обычной лишь одной выплатой в начальный момент ренты, поэтому ее текущее значение есть просто


[image: image249.wmf]i

R

R

A

+

=


(8)

Аналогично для текущего значения общей ренты получим
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где
R - величина выплат эквивалентной простой обычной бессрочной ренты.

Подставляя вместо значения R его выражение (4) через W, получим
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(10)

Отсюда
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и учитывая (7), имеем
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(11)
Последняя формула устанавливает соотношение между выплатами двух эквивалентных бессрочных рент: простой обычной ренты и общей приведенной ренты.

Пример.
Найти текущее значение приведенной бессрочной ренты с выплатами по 230 тысяч рублей в начале каждого квартала и эффективной ставкой 10% годовых.
Решение.
Временная диаграмма выплат за год приведена на рис. 8.
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Рис. 8.
Сначала определим величину выплат эквивалентной простой обычной ренты. Из (11) имеем
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Тогда
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6. Возрастающая рента

Термин "возрастающая рента" применяется к последовательности периодических выплат, возрастающих по арифметической прогрессии. В общем виде выплаты возрастающей ренты сроком n лет следующие:

a, a + b, a + 2(b, ..., a + (n-l)(b.
(*)

Так как обычно интерес представляют параметры ренты, определяемые уравнением эквивалентности (например, текущее значение или оценка доходности), достаточно рассмотреть ренту с единичной первой выплатой и каждой следующей на единицу большей, чем предыдущая. Текущее значение обычной ренты такого вида обозначается символом 
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. Обычная рента с выплатами (*) представляется в виде суммы ренты с постоянными выплатами и возрастающей ренты с выплатами (см. рис. 9), умноженной на некоторую константу.
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Рис. 9.

Последняя рента может быть представлена в виде суммы следующих постоянных рент с единичными выплатами: обычная рента с началом в момент 0 и сроком n периодов, обычная рента с началом в момент 1 и сроком n — 1 период и т.д. (см. рис. 10).
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Рис. 10.

Текущее значение исходной ренты равно сумме текущих значений указанных рент, дисконтированных к моменту 0, т.е.
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где
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Таким образом,
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Окончательно
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(12)

Пример.

Найти текущее значение возрастающей ренты с первой выплатой 110рублей и каждой следующей - на 110рублей большей, чем предыдущая, при условии, что проценты начисляются по ставке 11% в месяц, срок ренты - 10 месяцев, выплаты производятся в конце каждого месяца.

Решение.

Временная диаграмма выплат приведена на рис. 11.
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Рис. 11.

Здесь
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Пусть А - текущее значение ренты. Тогда
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Приведенная возрастающая рента имеет такую же структуру, как и обыкновенная рента, но платежи начинаются с нулевого момента времени. Временная диаграмма стандартной приведенной возрастающей ренты изображена на рис. 12. Текущая стоимость этой ренты обозначается 
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Рис. 12.

Очевидно, что такую ренту можно представить в виде суммы постоянной приведенной ренты с единичными выплатами и обыкновенной стандартной возрастающей ренты со сроком (n-1) (см. рис. 13).
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Рис. 13

Отсюда следует, что
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(13)

Заметим, что для приведенной и обыкновенной возрастающих рент имеет место то же уравнение связи, что и для постоянных рент. Т.е.
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(14)
Наконец, будущие (накопленные) значения возрастающих рент, относящихся к моменту n, находятся по формулам:
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(16)

Кроме того, имеет место соотношение, аналогичное формуле (14). Т.е.
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ЛЕКЦИЯ №7.
АМОРТИЗАЦИЯ. ФОНДЫ ПОГАШЕНИЯ
1. Амортизация долга

В современной практике термин "амортизация" означает погашение долга (основной суммы и процентов на нее) последовательностью обычно равных по величине периодических выплат. При этом проценты начисляются на невыплаченный остаток основной суммы долга. Каждая выплата должна полностью покрывать указанные проценты и часть основной суммы долга.

Рассмотрим амортизацию долга в виде простой обычной ренты. Пусть А - основная сумма долга, R - величина выплат, n - срок ренты, и проценты начисляются на невыплаченный остаток по ставке i за период. Временная диаграмма выплат для такой ренты приведена на рис. 1.
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Рис. 1.

Невыплаченный остаток в начале ренты равен основной сумме долга А. Проценты на этот остаток к концу первого периода составляют A(i. Ясно, что величина выплат R должна быть больше A(i, иначе невыплаченная часть долга не будет уменьшаться. Разность

R - A(i
идет на погашение основной суммы долга. Невыплаченный остаток в начале второго года (после первой выплаты) станет равен

A((l + i) - R.
Проценты на него к концу второго периода составляют
[A((l + i) - R](i.
Следовательно, невыплаченный остаток после второй выплаты уменьшится па величину

R - [A((1 + i) - R](i,
то есть станет равен
A((1 + i)2 - R((l + i) - R.
В конце последнего n-го года невыплаченный остаток

А((1 + i)n - R((1 + i)n-1 - … - R((1+i) – R
должен быть равен нулю. То есть
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Это означает, что основная сумма долга А является текущим значением простой обычной ренты с выплатами в размере R при начислении процентов по ставке i за период.

Пример.
Долг в размере 100 тысяч рублей амортизируется в виде обычной ренты сроком пять лет. В конце каждого года на невыплаченный остаток основной суммы долга начисляются проценты по ставке 8% за год. Найти величину каждой выплаты и составить таблицу, показывающую, какая часть каждой выплаты идет на погашение процентов, а какая - на погашение основной суммы долга.
Решение.
Временная диаграмма выплат изображена на рис. 2.
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Рис. 2.

Основная сумма долга А, равная 100 тысячам рублей, является текущим значением ренты, состоящей из пяти выплат при ставке 8% за период.
Из уравнения эквивалентности для текущего значения ренты найдем величину выплат
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Поскольку весь долг остается невыплаченным в течение первого года, то проценты к концу года составят
100(0,08 = 8 тыс. руб.
Размер выплаты превышает проценты на величину
25,04565 - 8 = 17,04565 тыс. руб.

Невыплаченный остаток основной суммы долга уменьшается до величины

100 - 17,04565 = 82,95435 тыс. руб.

В конце второго года проценты составят 6,63635 тыс. руб. Вторая выплата уменьшит основную сумму долга на 18,4093 тыс. руб. Неоплаченный остаток будет равен 64,54505 тыс. руб. Продолжая эту процедуру, пока невыплаченный остаток не станет равным нулю, получим следующую таблицу (см. табл. 1).
Таблица 1

	Год
	Проценты
	Годовые выплаты
	Погашение основного долга
	Невыплаченный остаток

	0
	-
	-
	-
	100

	1
	8
	25,04565
	17,04565
	82,95435

	2
	6,63635
	25,04565
	18,40930
	64,54505

	3
	5,16360
	25,04565
	19,88205
	44,66339

	4
	3,57304
	25,04565
	21,47261
	21,19039

	5
	1,85523
	25,04565
	23,19042
	0


(Данные в таблице 1 приведены в тысячах рублей).

Последняя выплата 25,04565 тысяч рублей полностью ликвидирует задолженность.

Пример.

Долг в размере 300 тысяч рублей амортизируется выплатами по 70 тысяч рублей в конце каждого полугодия в течение некоторого срока. При условии, что проценты начисляются по ставке 6% годовых в конце каждого полугодия, найти срок и величину последней выплаты, при которых амортизация будет полной.

Решение.

Проценты на невыплаченный остаток в конце первого года составят 300(0,03 = 9 тыс. руб. Выплата 70 тысяч рублей в конце первого года уменьшит невыплаченный остаток на сумму 70 - 9= 61 тысяча рублей.
Он станет равен 239 тысячам рублей. Повторяя эту процедуру несколько раз, получим невыплаченный остаток, не превышающий предыдущих выплат. Прибавив к величине этого остатка 3% от нее, получим величину последней выплаты. На следующем шаге долг будет полностью выплачен. Результаты вычислений приведены в таблице 2.

Таблица 2

	Год
	Проценты
	Годовые выплаты
	Погашение основного долга
	Невыплаченный остаток

	0
	-
	-
	-
	300

	1
	9
	70
	61
	239

	2
	7,170
	70
	62,830
	176,170

	3
	5,2851
	70
	64,7149
	111,455

	4
	3,34365
	70
	66,65635
	44,79865

	5
	1,34396
	46,143
	44,79865
	0


(Данные в таблице 2 приведены в тыс. руб.).

Следовательно, срок полной амортизации - 2,5 года (5 полугодий) и величина последней выплаты равна 46,143 тысячи рублей.

ЗАДАЧИ

1. Долг в размере 230 тысяч рублей амортизируется равными ежемесячными выплатами в течение 6 месяцев. Найти размер выплат и составить таблицу амортизации. Проценты начисляются по ставке 2% в месяц.

2. Долг в размере 400 тысяч рублей амортизируется выплатами по 80 тысяч рублей каждые 6 месяцев. Найти необходимый срок для амортизации долга и составить таблицу при условии, что проценты начисляются по ставке 20% годовых.

3. Долг в размере 360 тысяч рублей амортизируется двенадцатью ежемесячными выплатами. Первая выплата производится через три месяца. Найти величину долга к концу второго месяца от настоящего момента и составить фрагмент таблицы амортизации с конца второго до начала шестого месяца от настоящего момента. Проценты начисляются по ставке 24% годовых.
2. Методы вычисления неоплаченного остатка основной суммы долга

Остановимся подробнее на проблеме вычисления неоплаченного остатка основной суммы долга при амортизации. Допустим, что необходимо найти неоплаченный остаток долга после заданного числа платежей. Составление полной таблицы амортизации для большого числа выплат утомительно, и для нашей цели желательно найти более простой метод решения.

Вернемся к рассуждениям предыдущего пункта лекции. Пусть снова А - основная сумма долга, R - величина выплат, n - число выплат, i - процентная ставка за период, Pk - неоплаченный остаток основной суммы долга А после k выплат. Временная диаграмма для этого случая приведена на рис. 3.
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Рис. 3.

В конце каждого периода на невыплаченный остаток по ставке i начисляются сложные проценты и производится выплата R. Следовательно,

Pk+1 = Pk((1 + i) - R,
(2)

причем
Р0 = А.
Отсюда

Р1 = А((1 + i) - R,

P2=A((l + i)2 - R((1 + i) - R,
.

.

.
Pk = A((1 + i)k - R((1 + i)k-1 - ... – R
или, короче,
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Принимая во внимание тождество
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имеем

[image: image282.wmf](

)

i

k

k

s

i

A

R

A

P

×

×

-

-

=


(4)

С другой стороны, так как проценты в конце каждого периода вычисляются от неоплаченного остатка и каждая выплата полностью покрывает начисленные к соответствующему моменту проценты, неоплаченный остаток Pk после k выплат определяется последующими n-k выплатами. Точнее, Pk является эквивалентным значением для ренты, состоящей из последних n-k выплат. Докажем последнее утверждение. Из равенства (2) следует, что
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Кроме того,

Рn=0.

Следовательно,
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или
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Пример.

Долг в размере 100 тысяч рублей амортизируется в виде обычной ренты с выплатами по полугодиям в течение 3,5 года. Проценты начисляются по ставке 10% годовых. Найти невыплаченный остаток в конце второго года.
Решение.

1-й способ.
Определим величину погасительных платежей из уравнения для текущего значения обычной ренты
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Отсюда
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Так как невыплаченный остаток основной суммы долга Р4 в конце второго года (четвертого полугодия) эквивалентен множеству, состоящему из последних трех выплат (см. рис. 4),
[image: image290.png]



Рис. 4.

то из уравнения эквивалентности получим
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2-й способ (см. временную диаграмму на рис. 5).
[image: image292.png]



Рис. 5.

Вычислим Р4, используя первые четыре выплаты. Запишем уравнение эквивалентности для конца четвертого полугодия.
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Заметим, что Р4 заменяет последние три выплаты, которым это значение эквивалентно. Решая данное уравнение относительно Р4, получим
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ЗАМЕЧАНИЕ
Первый способ обычно используется, когда все выплаты, включая последнюю, одинаковы. Если последняя выплата отличается от предыдущих, то часто удобнее использовать второй способ.

ЗАДАЧИ
1. 800 тысяч рублей выданы в кредит на два года. Долг амортизируется равными поквартальными выплатами. Найти неоплаченный остаток в конце третьего полугодия, если проценты начисляются по ставке 6% годовых.

2. 300 тысяч рублей выданы в кредит на 1,5 года. Долг амортизируется ежемесячными выплатами по 40 тысяч рублей по ставке 6% в год. Найти срок, необходимый для амортизации, и неоплаченный остаток в конце первого полугодия.
3. Потребительские кредиты

Одной из распространенных форм кредитования являются потребительские кредиты. Это обычно краткосрочные ссуды, выдаваемые на покупку автомобилей, телевизоров, бытовой техники и других предметов широкого потребления. Выплата потребительского кредита осуществляется в виде последовательности периодических платежей и фактически является амортизацией долга, приобретенного в результате покупки товара. Существует несколько методов расчета погасительных платежей потребительского кредита. Один из них - метод равномерной выплаты процентов. В этом случае проценты начисляются сразу на весь капитал и за полный срок. Для вычисления размера отдельной выплаты проценты прибавляются к основной сумме кредита, и результат делится на эту основную сумму. Проиллюстрируем сказанное на примере.

Пример.
Кредит в размере 120 тысяч рублей получен под 12% годовых. Долг должен быть погашен ежемесячными выплатами в течение года. Найти размер погасительных платежей при равномерной выплате процентов.
Решение.
Обозначим через 1 проценты за год, через S - полную сумму долга, R - величину погасительного платежа. Тогда
I = 120 ( 0,12(1 = 14,4 тыс.руб.;
S = 120 + 14,4 = 134,4 тыс.руб.,
R = 134,4 : 12 = 11,2 тыс.руб.
Причем 10 тысяч рублей из каждой выплаты идет на погашение основного долга (120 тыс. руб.) и 1,2 тыс. руб. - на погашение процентов (14,4 тыс. руб.).
На первый взгляд может показаться, что процентная ставка, по которой выплачиваются проценты за пользование кредитом, составляет 12% годовых. В действительности она намного выше. Заметим, что невыплаченный остаток основного долга в каждом месяце, исключая первый, меньше 120 тысяч рублей (в последнем месяце он равен 10 = 120:12 тысяч рублей). Поэтому, если проценты начисляются на неоплаченный остаток по ставке 12% годовых (или 1% в месяц) в конце каждого месяца, то сумма к концу года заведомо меньше, чем

I = 14,4 = 120(0,01(12 тыс. руб.
При равномерной выплате процентов в долговом обязательстве обычно указывается действительная стоимость кредита, выраженная годовой процентной ставкой APR (annual percentage rate), проценты по которой всегда начисляются на невыплаченный остаток основного долга, т.е.
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(5)
где
m - число выплат в году,

I - проценты к концу срока,

Р - основная сумма кредита,

n - общее число выплат.

Докажем формулу (5). Обозначим APR через j. Тогда j/m - процентная ставка за период и Р/n - величина выплат. Неоплаченный остаток до первой выплаты равен

n ( ( P / n ) = P.
Неоплаченный остаток до второй выплаты равен
(n - 1)((Р / n) = Р - Р / n и т.д.

Проценты к концу срока можно представить в виде суммы
I = n((P/n)((j/m) + (n-l)((P/n)((j/m) + ...+2((P/n)((j/m) + (P/n)((j/m).
Или
I = (P/n)((j/m)([n + (n-l) + ... + 2 + 1]
и

I = (Р/n)((j/m)([n((n+1)/2].

Отсюда
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Для последнего примера имеем
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4. Фонд накопления

Данный фонд предназначен для накопления фиксированной суммы к определенному моменту времени в будущем. Целью создания такого фонда может служить выплата долга, покупка квартиры, плата за образование, туристическая поездка и т.д. Он формируется последовательностью периодических выплат, обычно равных по величине. От других форм инвестирования фонд накопления отличается тем, что одновременно с созданием фиксируется срок его существования и сумма, которая должна быть накоплена в течение этого срока. Исходя из этих данных и соответствующей процентной ставки, определяется размер выплат.

Пример.
Для накопления Суммы в размере 700 тысяч рублей создан фонд накопления со сроком пять месяцев. Проценты на вклады начисляются по ставке 2% в месяц. Определить величину ежемесячных платежей и составить таблицу, показывающую рост фонда.
Решение.
700 тысяч рублей являются наращенным значением обычной ренты, состоящей из пяти выплат. Следовательно,
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Отсюда
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Теперь построим таблицу. В конце первого месяца размер фонда равен величине первой выплаты, т.е. 134,51088 тыс. рублей. В конце второго месяца размер фонда увеличился на сумму процентов, начисленных на первую выплату за один месяц, т.е. на 2,69022 тыс. рублей и еще на 134,51088 тыс. рублей после второй выплаты. Суммарный прирост - 137,20110 тыс. рублей. Следовательно, в конце второго месяца размер фонда составляет 271,71198 тыс. рублей. Продолжая эту процедуру и записывая результаты в таблицу, получим (см. табл. 3).
Таблица 3
	Номер месяца
	Размер выплат
	Проценты
	Прирос
	Размер фонда

	1
	134,51088
	0,00
	134,51088
	134,51088

	2
	134,51088
	2,69022
	137,20110
	271,71198

	3
	134,51088
	5,43424
	139,94512
	411,6571

	4
	134,51088
	8,23314
	142,74402
	554,40112

	5
	134,51088
	11,08802
	145,59890
	700,00002


(Данные в таблице 3 приведены в тыс. руб.).

Размер фонда в конце каждого периода определяется как наращенное значение ренты, состоящей из предыдущих выплат. Так, размер фонда в конце третьего месяца будет равен
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ЗАДАЧИ
1. Определить величину квартальных платежей в фонд накопления для накопления суммы в размере 760 тысяч рублей за два года. Проценты на вклады начисляются по ставке 6% за квартал. Составить таблицу, показывающую рост фонда.

2. Определить величину годовых платежей в фонд накопления для накопления 1 миллиона рублей за 3 года. Проценты на вклады начисляются по ставке 16% годовых. Составить таблицу, показывающую рост фонда.
5. Фонд погашения долга

При амортизации долга кредитор возвращает свой капитал небольшими частями, которые не всегда можно удачно инвестировать. Очень вероятно, что полученные деньги некоторое время не будут приносить доход. По этой причине кредитор иногда предпочитает получить основную сумму целиком в конце срока. Однако проценты на эту сумму должны выплачиваться периодически. Например, если 100 тысяч рублей выданы в кредит на три года под проценты по ставке 10% годовых, то долг можно погасить тремя ежегодными выплатами по 10 тысяч рублей и одной выплатой в размере 100 тысяч рублей в конце третьего года. Когда кредит выдается на таких условиях, должник обычно создает фонд погашения этого долга, причем выплаты в фонд производятся одновременно с выплатами процентов. В этом случае сумма этих двух периодических выплат называется годовым расходом по долгу.

Пример.
600 тысяч рублей выданы в кредит на три года по ставке 12% годовых. Проценты на кредит должны выплачиваться в конце каждого полугодия. Найти необходимую величину выплат в фонд погашения долга, если проценты на выплаты начисляются по ставке 8% годовых. Каким будет размер фонда к концу второго года?
Решение.
Проценты на выплаты фонда начисляются по ставке 8% годовых, поэтому, чтобы к концу третьего года фонд содержал 600 тысяч рублей, величина выплат должна быть равна
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Проценты на долг в конце каждого полугодия составляют 6% от 600 тысяч рублей, то есть 36 тысяч рублей. Полный годовой расход по долгу составляет
90,45714 + 36 = 126,45712 тыс. руб.
В конце второго года фонд содержит
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ЗАДАЧИ

1. Найти необходимую величину выплат в фонд погашения долга, составляющего 830 тысяч рублей, при условии, что кредит был выдан на два года под 15% годовых. Проценты на выплаты в фонд начисляются по ставке 8% годовых. Определить размер фонда после одного года.

2. Найти необходимую величину выплат в фонд погашения долга, составляющего 700 тысяч рублей, при условии, что кредит был выдан на 10 месяцев по ставке 4% в месяц. Проценты на выплаты в фонд начисляются по ставке 1% в месяц. Определить размер фонда после шести месяцев.
ЛЕКЦИЯ №8.
ОБЛИГАЦИИ

1. Основные определения

Существуют две основные формы корпоративного капитала - кредит и обыкновенные акции. Наша первая задача - научиться оценивать стоимость облигаций (основного типа долгосрочных кредитов).

Облигация - долговое обязательство, выпускаемое коммерческой компанией или государством, в соответствии с которым заемщик гарантирует кредитору выплату определенной суммы в фиксированный момент времени в будущем и периодическую выплату назначенных процентов (по фиксированной или плавающей ставке). Например, пусть некоторая компания X получила кредит в размере 50 миллионов рублей, продав 50 тысяч облигаций стоимостью 1000 рублей каждая. Тем самым указанная компания взяла на себя обязательства выплатить проценты и по истечении определенного срока вернуть держателям облигаций долг в размере 50 миллионов рублей. Каким образом инвестор может убедиться, что реальная стоимость выпуска 50 миллионов рублей? Прежде чем ответить на этот вопрос, введем следующие определения.

1. Номинальная (нарицательная) стоимость - это величина денежной суммы, указанная на облигации (обычно кратна 1000), которую фирма берет взаймы и обещает выплатить по истечении определенного срока.

2. Дата погашения (срок погашения) - день, когда должна быть выплачена номинальная стоимость облигации. Например, если облигации компании X, о которой говорилось выше, выпущены 2 января 1992 года и должны быть оплачены 1 января 2007 года, то 1 января 2007 года - дата погашения. В этом случае облигация имеет 15-летний срок погашения. Заметим, что под сроком погашения в дальнейшем будет подразумеваться и дата погашения, и срок с момента выпуска облигации до этой даты. Из контекста всегда будет ясно, о чем именно идет речь.

3. Условие отзыва облигаций. Многие облигации имеют условие, по которому эмитент имеет право выкупа облигации до истечения срока погашения. Облигации с этим условием называются отзывными. При понижении процентных ставок на финансовом рынке компания может продать новый выпуск облигаций с текущим (низким) уровнем купонных ставок и использовать вырученную сумму для выкупа старого выпуска отзывных облигаций с высокими процентными ставками.

4. Купонная процентная ставка. Облигация обязывает эмитента периодически (обычно раз в год или полгода) выплачивать определенные проценты от номинальной стоимости. Отношение суммы процентов, выплачиваемых за один период, к номинальной стоимости облигаций называется купонной процентной ставкой. Если компания X выплачивает проценты по облигации в размере 150 рублей ежегодно, то купонная процентная ставка составляет 150/1000 = 0,15, т.е. 15%.
5. Новые и обращающиеся облигации. Как мы увидим в дальнейшем, рыночная цена облигации определяется первоначально ее купонной ставкой: чем выше купонная ставка (при прочих равных условиях), тем выше рыночная стоимость облигации. В момент эмиссии купонная ставка устанавливается на таком уровне, при котором рыночная цена облигации совпадает с ее номинальной стоимостью, т.е. полагается равной рыночной процентной ставке. Если купонная ставка установлена ниже рыночной процентной ставки (инвестиционной процентной ставки) на момент эмиссии, то инвестор не станет платить номинальную стоимость за облигацию (ее рыночная стоимость ниже номинала). Если купонная ставка установлена выше рыночной, то это приводит к избыточному спросу со стороны инвесторов и, следовательно, к повышению цены облигации.

В течение месяца с момента эмиссии облигации обычно называются новыми, или облигациями нового выпуска. Если облигация продается на вторичном рынке более месяца, то она называется обращающейся. Облигации нового выпуска, как правило, продаются по ценам, очень близким к номиналу, в то время как колебания в цене обращающихся облигаций могут быть значительными. Заметим, что если облигация с фиксированной процентной ставкой не является отзывной, то выплаты купонных процентов производятся в течение всего срока погашения независимо от экономической ситуации на рынке.
2. Основной метод оценки стоимости облигаций

Стоимость любого финансового актива: акции, облигации, физического актива (строения, оборудования) и др. - определяется как текущее значение потока платежей, связанных с этим активом. В случае облигации поток платежей представляет собой обычную ренту, состоящую из выплат купонных процентов и возмещения номинальной стоимости. Текущая стоимость облигации, следовательно, равна текущему значению такой ренты.

Итак, пусть i - текущая рыночная процентная ставка, Р - номинальная стоимость облигации, k - купонная процентная ставка, I = Р(k - величина купонных платежей, AN - текущая рыночная стоимость облигации, N - срок, оставшийся до погашения облигации. Временная диаграмма выплат для этого случая приведена на рис. 1.
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Рис. 1.

Тогда
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Или
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Для того, чтобы эта стоимость была равна номиналу, нужно, чтобы выполнялось равенство
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или
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Отсюда
I = P(i,
т.е.

i=k.

Итак, если купонная ставка равна рыночной процентной ставке, то цена облигации равна номиналу.
В условиях рассматриваемого выше примера текущая стоимость на момент эмиссии облигаций компании X при рыночной процентной ставке 15% равна номиналу (см. временную диаграмму выплат на рис. 2).
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Рис. 2.
Действительно,
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Допустим, что рыночная процентная ставка понизилась до 10% в течение первого года с момента выпуска облигаций компанией X. Купонная ставка и, следовательно, выплаты купонных процентов остаются постоянными для этих облигаций. Рыночная цена на конец 1-го года с момента выпуска равна
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т. е. выше номинала (1368,33 > 1000).

Рост цены облигации обусловливается тем, что при понижении процентных ставок понижаются купонные ставки по аналогичным облигациям, то есть облигация нового выпуска с номинальной стоимостью 1000 рублей приносит ежегодный доход 100, а не 150 рублей, а значит, повышается спрос на облигации старого выпуска с 15%-ной купонной ставкой. При цене 1368,33 рубля облигация обеспечивает такой же доход, как и новые облигации с 10%-ной купонной ставкой.

Если рыночная процентная ставка остается постоянной, равной 10%, в течение следующих 14 лет, то цена облигаций компании X постепенно уменьшается от 1368,33 рубля до 1000 рублей в момент погашения. Через два года после выпуска при 10%-ной рыночной ставке она составит
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При продаже облигации, купленной за 1368,33 рубля, убыток за счет изменения цены равен

136833 - 1355,17= 13,16 рубля.

Следовательно, общий доход от продажи равен
150 - 13,16 =136,84 рубля.

Кроме цены (стоимости) актива, другой важнейшей его характеристикой является доходность, или норма прибыли от использования актива. В общем случае норма прибыли складывается из текущей доходности и доходности за счет изменения цены облигации.
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(5)
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Рассмотрим ситуацию с повышением рыночной процентной ставки от 15% до 20% в течение первого года с момента эмиссии. Цена облигации понизится, так как рыночная ставка по новому выпуску уже не 15%, а 20%. Цена облигации в конце первого года будет равна
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В этом случае в конце первого года облигация может быть продана с дисконтом 230,53.

дисконт = рыночная цена - номинальная стоимость
(6)
- 230,53 = 769,47 - 1000.

Для вычисления доходности облигаций найдем ее рыночную стоимость в конце второго года с момента эмиссии. Доходность за второй год складывается из текущей доходности и доходности за счет изменения цен.
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Итак,
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Если процентная ставка остается постоянной в течение 14 лет после повышения до 20%, то рыночная цена облигации постепенно повышается до номинальной стоимости, доходность остается постоянной, равной 20% (конечно, здесь исключается случай банкротства). Результаты расчетов для этой ситуации приведены в таблице 1.

Таблица 1
	Годы
	i=10%
	i=l5%
	i = 20%

	0
	-
	1000
	-

	1
	1368,33
	1000
	769,47

	…
	
	
	

	15
	1000
	1000
	1000


Данные таблицы 1 можно изобразить в виде графика (см. рис. 3).
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Рис. 3.

На рис. 3 изображены три графика зависимости рыночной цены облигации, соответствующие следующим трем различным ситуациям.

1. Рыночная ставка процентов постоянна и равна 15%. Облигации продаются по номиналу в течение всего срока погашения.

2. Рыночная ставка понижается до 10% и затем остается постоянной. Стоимость облигации повышается до 1368,33 рубля и затем постепенно понижается до номинальной стоимости. Облигация, цена которой выше номинала, называется премиальной.

3. Рыночная ставка повышается до 20% и затем остается постоянной. Цена облигации понижается до 769,47 рубля и затем, постепенно увеличиваясь, достигает номинала по истечении срока погашения.

3. Доходность облигации при погашении в конце срока
Возможно, наиболее важная проблема, касающаяся облигаций, состоит в вычислении эффективной процентной ставки (доходности), в соответствии с которой облигация, купленная по определенной цене, приносит доход. Только решив эту задачу, инвестор может определить, покупка какой из нескольких облигаций представляет наилучшее инвестирование. Понятно, что доходность облигации должна удовлетворять уравнению (1) или (2), однако непосредственно решить это уравнение относительно процентной ставки нельзя. Мы приведем два приближенных метода вычисления доходности с достаточной для практического применения точностью.

МЕТОД СРЕДНИХ
При этом методе доходность вычисляется как отношение средней прибыли за один период к средней цене облигации. Продемонстрируем метод на примере. Пусть облигация с номинальной стоимостью 1000 рублей, сроком погашения 14 лет и купонной процентной ставкой 15% куплена по цене 1368,33 рубля. Найдем приближенное значение доходности такой облигации при условии, что владелец погашает ее в указанный срок. Общая сумма ожидаемых выплат по облигации равна сумме 14 купонных выплат по 150 рублей каждая и номинальной стоимости облигации, которая выплачивается по истечении срока погашения, т.е.

общая сумма выплат = 14(150 + 1000 = 3100 руб.,

общая прибыль = 3100 - 1368,33 = 1731,67 руб.,

средняя прибыль за один период = 1731,67 / 14 = 123,69 руб.

Средняя стоимость облигации вычисляется как среднее арифметическое номинальной стоимости и цены покупки облигации, т.е.
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Отсюда доходность приближенно равна
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Вычислим цену облигации при рыночной ставке 10,5%; Имеем
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Вычисленная для 10,5% стоимость меньше цены облигации, следовательно, реальная эффективная ставка должна быть меньше 10,5%. Подставляя в уравнение (1) в качестве доходности 10%, получим, что цена облигации ила раз равна 1368,33 руб.

МЕТОД ИНТЕРПОЛЯЦИИ
Метод интерполяции состоит в вычислении цен облигаций для различных значений рыночной ставки, в выборе двух близких значений, ограничивающих реальную цену, и в получении процентной ставки с помощью интерполирования. За отправную точку можно принять приближенное значение, вычисленное методом средних. Например, рассмотрим облигацию с номинальной стоимостью 1000 рублей, сроком 14 лет и купонной ставкой 15% по цене 769,47 руб. Легко убедиться, что приближенное значение доходности, полученное методом средних, равно 19%. Вычислим стоимость облигации для рыночных ставок 19% и 21%. Имеем
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Итак, мы получили соответствие между ценами и процентными ставками:

807,91→19%, 769,47→i%, 734,10→21%.
Найдем i из следующего линейного уравнения
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i = 0,19 + 0,52(0,02 = 0,2 = 20%
Вычисляя стоимость облигации для рыночной ставки 20%, получим 769,47 руб.

В заключение этой лекции заметим, что если известны рыночная процентная ставка за период и вычисленные по ней цены в начале и в конце периода, то доходность облигации при погашении в конце срока - это просто норма прибыли облигации, которая вычислялась выше. Изменение уровня рыночных процентных ставок влечет изменение доходности облигации.

4. Доходность отзывных облигаций

Напомним, что отзывная облигация может быть выкуплена эмитентом до даты ее погашения и это условие должно быть учтено инвестором при вычислении доходности такой облигации. Например, при понижении рыночной ставки с 15% до 10% отзывные 15-процентные купонные облигации могут быть заменены на 10-процентные, при этом компания-эмитент сохраняет 150 - 100 = 50 рублей из каждой купонной выплаты и столько же теряет владелец отзывной облигации. Очевидно, что доходность в этой ситуации понижается. Доходность отзывной облигации находится из уравнения
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где
N - срок до момента погашения,

цена погашения - сумма, которую должна заплатить компания-эмитент в случае досрочного погашения (она часто полагается равной номиналу плюс проценты за один год),
i - доходность при досрочном погашении,
I - величина купонных выплат.

Условие отзыва облигации сильно влияет на ее цену. В подтверждение этого приведем пример. Несколько лет назад компания Duval Country (Florida) Housing Authority продала 30-летние бескупонные облигации с доходностью 11,5%, не облагаемые налогом, по цене $38,17. Стоимость при погашении в конце срока - $ 1000. Полученные за счет продажи деньги были выданы в кредит под ипотечные закладные по ставке 11,5%, текущая ставка по закладным на тот момент была 14,5%. По условию отзыва этих облигаций деньги, полученные в качестве погашения кредита по закладным, могли быть использованы компанией для досрочного погашения бескупонных облигаций по цене $38,17((1,115)N, где N - число полных лет с момента выпуска облигаций. Так как ставка по закладным, установленная компанией, ниже текущей ставки (11,5 < 14,5), очень мало кто из владельцев хотел покрыть долг досрочно. Поэтому условие отзыва некоторое время игнорировалось. Через два года с момента выпуска облигаций рыночные ставки упали, ставка по не облагаемым налогом облигациям понизилась до 8%. Вследствие этого цена облигации увеличилась с $38,17 до $89,55 и доходность ее стала 9% (не облагаемых налогом). Это значение получается из уравнения


[image: image331.wmf](

)

.

i

1

1000

55

,

89

$

28

+

=


Это, несомненно, больше 8%, предлагаемых по новым облигациям с таким же рейтингом. По этой причине несколько профессоров Университета Флориды купили эти облигации, заплатив по $89,55. Это было большой ошибкой, так как ставки по закладным в то время упали до 10%. Естественно, заемщики начали оплачивать старые закладные (по ставке 11,5%) за счет кредитов под закладные по новой низкой ставке (10%). Облигации были отозваны по цене $47,45 (=38,17((1,115)2), и их владельцы получили дорогостоящий урок.
5. Риск процентных ставок
Как было показано выше, изменение уровня процентных ставок на финансовом рынке влечет колебания в цене обращающихся облигаций, причем повышение процентных ставок является причиной понижения цены и убытков держателя облигации. Риск при инвестировании, связанный с изменением процентных ставок, называется риском процентных ставок. Этот риск тем выше, чем длиннее срок погашения облигации. Для сравнения рисков рассмотрим две 15%-ные купонные облигации сроком 1 год и 14 лет с номинальной стоимостью $1000. Для облигации с 14-летним сроком погашения ранее была вычислена ее цена по истечении одного года с момента выпуска для трех значений рыночной ставки 10%, 15%, 20%. Легко убедиться в справедливости значений, приведенных в таблице 2.

Таблица 2

	Текущая рыночная ставка
	Цена облигации

	
	Срок 1 год
	Срок 14 лет

	5%
	1095,24
	1989,86

	10%
	1045,45
	1368,33

	15%
	1000,00
	1000,00

	20%
	958,33
	769,47

	25%
	920,00
	617,59


Данные табл. 2 можно изобразить графически, как это сделано на рис. 4. Из рисунка видно, что цена долгосрочной облигации гораздо более чувствительна к изменению рыночной ставки, чем краткосрочная. Объясняется это тем, что рыночная цена облигации устанавливается на таком уровне, чтобы доходность облигации была равна текущей рыночной ставке.
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Рис 4.

Понятно, что краткосрочная облигация обеспечивает владельцу не соответствующий текущей ставке доход короткое время, по истечении которого средства могут быть реинвестированы. Например, при повышении рыночной ставки с 15% до 20% владелец 15%-ной купонной облигации теряет 5% от номинала один раз, при сроке погашения 1 год, и 14 раз при сроке погашения 14 лет (подразумевается, что текущая ставка не изменяется за это время). Следовательно, при продаже облигации сразу после повышения ее владелец может рассчитывать только на цену меньше номинала на текущую стоимость будущих убытков. В первом случае текущая стоимость убытков равна
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Во втором
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Первое слагаемое в этой сумме - потери за первый год, второе - за второй год и т.д. Соответственно цена облигации в первом случае равна

1000 - 41,67 = 958,33 $,

а во втором -
1000 - 230,53 = 769,47 $.

Итак, риск процентных ставок выше для облигаций с большим сроком погашения (при прочих равных условиях).

В заключение заметим, что хотя риск процентных ставок по краткосрочным облигациям ниже, чем по долгосрочным, реинвестиционный риск, т.е. риск снижения доходов при реинвестировании, выше как раз для краткосрочных облигаций. Например, при понижении рыночной процентной ставки с 15% до 10% доход, полученный при погашении 15%-ной купонной облигации со сроком на 1 год, может быть реинвестирован только под 10%, в то время как 14-летняя облигация обеспечивает 15-процентную доходность в течение 14 лет. Таким образом, в первом случае владелец теряет 5% от номинала ежегодно.
ЛЕКЦИЯ №9.
АКЦИИ

1. Привилегированные акции

Акции - это ценные бумаги, выпускаемые акционерными обществами для финансирования своей деятельности, указывающие на долю владельца в капитале данного общества. Существует множество разновидностей акций, однако здесь будут рассматриваться только привилегированная и обыкновенная акции. Привилегированная (преференцированная) акция подобна облигации в некоторых отношениях и обычной акции в других. Как и облигация, она обеспечивает гарантированный доход и право на получение ее стоимости при ликвидации компании до выплат по обыкновенным акциям. Доход по привилегированной акции может выплачиваться в виде дивидендов и в виде конвертируемых облигаций. Заметим, что дивиденды и по привилегированным, и по обыкновенным акциям могут не выплачиваться при наличии прибыли и быть выплачены при ее отсутствии (или незначительном размере) по решению руководства. Наиболее распространенным видом являются кумулятивные привилегированные акции. Причитающиеся, но не объявленные дивиденды по этим акциям накапливаются и выплачиваются до объявления о выплате дивидендов по обыкновенным акциям. Большинство привилегированных акций дают их владельцам право на регулярные фиксированные дивиденды. Если выплаты дивидендов продолжаются бесконечно долго, то доход от продажи такой акции представляет собой текущее значение бессрочной ренты
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где
А - курс привилегированной акции,

D - величина дивидендов по привилегированной акции,

k - требуемая норма прибыли.

Пусть некоторая компания имеет привилегированные обращающиеся акции, по которым выплачиваются дивиденды по 100 рублей за год. Если требуемый уровень дохода по этим акциям составляет 10%, то цена акции равна 1000 рублей.
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По рыночной цене акции и размеру дивидендов можно, решая уравнение (1), найти доходность по формуле
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2. Обыкновенные акции. Основные определения

Обыкновенная акция предоставляет право собственности на долю в корпорации и в отличие от привилегированных дает право голоса на собрании акционеров. Инвестор приобретает обыкновенные акции в расчете на прибыль за счет повышения их курса и на дивиденды, которые обычно больше, чем по привилегированным акциям. Инвестор оценивает стоимость акции так же, как и других финансовых активов, то есть полагая ее равной текущему значению ожидаемого по этой акции потока платежей. Указанный поток состоит из двух элементов:

1. Ожидаемые дивиденды.

2. Цена, которую инвестор надеется получить при продаже акции.
Введем следующие необходимые для дальнейшего определения:

Dt - дивиденд, который акционер ожидает получить в конце года t,

D0 - последний из уже выплаченных дивидендов,

D1 - дивиденд, ожидаемый в текущем году.

Значения Dt могут быть различными у разных акционеров.
Р0 - рыночная цена акции в настоящий момент,

Рt - ожидаемая цена акции в конце года t,
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 - теоретическая (внутренняя) цена акции в настоящий момент, то есть та цена, которая должна быть сегодня с точки зрения инвестора,
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 - теоретическая (внутренняя) цена акции в конце первого года и т.д.

Заметим, что оценка 
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 основывается на оценке потока платежей и рисковости этого потока, которую имеет инвестор. 
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 может варьироваться в зависимости от ожиданий инвесторов, в то время как Р0 одинакова для всех. Допустим существование некоторого "среднего" инвестора, действия которого определяют рыночную цену акции. Для такого инвестора должно быть Р0=
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, иначе равновесие будет нарушено, и покупка или продажа акций его восстановит.

g - ожидаемый темп роста дивидендов по прогнозам "среднего" инвестора. Полагаем, что хотя разные инвесторы используют различные темпы роста для оценки стоимости акций, реальная рыночная цена устанавливается на основании оценки "среднего" инвестора,
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 - минимальный подходящий или требуемый уровень доходи (норма прибыли) по акции с учетом уровня риска и других возможностей инвестирования,

ks - ожидаемая (требуемая) норма прибыли. Инвестор пожелает купить акцию, только если
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 - действительная (реализованная) норма прибыли. Реальная норма прибыли может быть очень низкой и даже отрицательной,
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 - ожидаемая дивидендная доходность по акции в текущем году,
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 - ожидаемая доходность, получаемая за счет изменения цены акции в текущем году.

Заметим, что ожидаемая доходность по акции за текущий год ks равна сумме ожидаемой дивидендной доходности
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и ожидаемой нормы прибыли за счет изменения цены
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То есть
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3. Оценка стоимости акций

В предыдущей части лекции стоимость облигаций определялась как текущее значение последовательности процентных выплат плюс текущее значение стоимости при погашении. Аналогично определяется цена акции. Допустим, что инвестор собирается купить акции некоторой компании и владеть ими всегда. В этом случае для инвестора естественно определить цену акции как текущее значение последовательности дивидендов, которые он надеется получить. Таким образом, цена акции с точки зрения инвестора должна быть равна
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Более типичной является ситуация, когда инвестор покупает акции с намерением продать их при повышении цены. При таком подходе ожидаемая цена акции складывается из текущей стоимости тех дивидендов, которые акционер собирается получить, и текущей стоимости суммы, вырученной от продажи акции. Но цена акции в момент продажи определяется ожиданиями инвесторов относительно будущих дивидендов, и значит, снова возвращаемся к уравнению (3). Размер дивидендов может изменяться произвольно, но чаще это изменение происходит регулярным образом. То есть дивиденды либо возрастают, либо убывают, либо остаются постоянными. Существует тесная взаимосвязь между динамикой дивидендов и курсом акции. Рейтинг акционерной компании у инвесторов будет тем выше, чем устойчивее рост дивидендов. Постоянством роста дивидендов определяется и устойчивость курса акции. В следующих частях лекции рассматриваются акции нулевого, постоянного и переменного роста.
4. Курс акций нулевого роста

Допустим, что дивиденды по обыкновенным акциям некоторой компании останутся постоянными по прогнозам "среднего" инвестора т.е.

D1 = D2 = … = D
Тогда после подстановки D вместо Dt в уравнение (3) оно преобразуется к виду
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(4)
То есть ожидаемый курс акции нулевого роста равен текущему значению бессрочной ренты с выплатами D. Акция с постоянными дивидендами называется акцией нулевого роста. Несмотря на то, что дивиденды по акциям нулевого роста остаются постоянными, их текущие значения убывают со временем и приближаются к нулю. Для иллюстрации рассмотрим акцию нулевого роста с дивидендами в размере 500 рублей и требуемым уровнем дохода 10%. Уравнение (4) в этом случае имеет вид
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Графическая интерпретация для этого примера приведена на рис. 1.
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Рис. 1.
Как было показано, текущее значение бессрочной ренты равно отношению величины выплаты к процентной ставке. Следовательно, уравнение (4) для акции нулевого роста сводится к уравнению
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и ожидаемая цена рассмотренной выше акции равна

[image: image357.wmf].

ðóáëåé

5000

1

,

0

500

P

0

=

=

)


Реальный курс акции, естественно, может не совпадать с этим значением, так как прогнозы разных инвесторов различны. Исходя из данных курса акции и величины последнего выплаченного по ней дивиденда, можно найти норму прибыли (доходности) этой акции по формуле
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Это та норма прибыли, которую ожидает получить инвестор.
5. Акции нормального (постоянного) роста

Наиболее привлекательными для инвестора, как уже говорилось, являются акции нормального (постоянного) и избыточного роста. Акции нормального роста - это акции, по которым ожидается рост дивидендов с постоянным темпом. То есть величина дивиденда в конце периода t равна

Dt = D0 ( (1 + g)t ,
где
g - ожидаемый темп роста дивидендов.

Например, если последний из уже выплаченных дивидендов по акции компании X составил 500 рублей (D0 = 500 рублей) и ожидается 8%-ный рост, то дивиденд за текущий год составит

D1 =500((1 + 0,08) = 540 рублей.

Если же ожидается темп роста 300%, то

D1 = 500((1 + 3) = 2000 рублей.

Внутренняя цена акции снова находится из уравнения (3)
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Если
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т.е.

ks > g.

то 
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 равна сумме бесконечно убывающей прогрессии со знаменателем
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и первым членом
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Следовательно,
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Внутренняя цена рассматриваемой акции при g = 8% и требуемом уровне доходности ks=13,4% равна
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На рис. 2 показан рост дивидендов по этой акции и убывание их текущих значений.
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Рис. 2.

При g = 300% не выполнено условие

ks > g.

следовательно, правая часть (7) уравнения не является бесконечно убывающей прогрессией и формула (8) в данном случае не применима. Из уравнения (7) видно, что цена в этом случае бесконечно большая.
6. Ожидаемая норма прибыли по акциям нормального роста

Можно решить уравнение (8) относительно ks и найти таким образом ожидаемую норму прибыли (доходность) ks. Эта доходность складывается из дивидендной доходности
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и доходности за счет изменения курса акции g, т.е.
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Если инвестор купил акцию за 10 тысяч рублей и ожидает выплату дивиденда в размере 540 рублей, за текущий темп роста 8%, то ожидаемая норма прибыли будет равна
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Пусть курс акции 1 января 1992 года равен 10 тысячам рублей и дивиденд, ожидаемый в конце 1992 года, - 540 рублей. Каким будет курс акции в начале 1993 года?

Ожидаемый размер дивиденда за 1993 год составит

D1993 = D1992((1+ g) = 540((1 + 0,08) = 583,2 рубля.
Значит,
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Заметим, что

P1 / 1 / 1993 = 10,8 = 10((1,08) = P1 / 1 / 1992 ( (1,08).
В общем случае
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То есть курс акции постоянного роста укачивается с тем же темпом роста g, что и дивиденды.

Ожидаемый доход за счет изменения цены равен

10,8-10 = 0,8 тыс. руб.

Следовательно, доходность за счет изменения цены равна 8%. Справедлива следующая формула
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В общем случае


[image: image373.wmf](

)

.

g

P

P

g

1

P

P

P

P

öåíû

èçìåíåíèÿ

ñ÷åò

çà

äîõîäíîñòü

t

t

t

t

t

1

t

=

-

+

×

=

-

=

+


Итак, ожидаемая доходность за счет изменения цены по акции постоянного роста равна ожидаемому темпу роста дивидендов.

В заключение отметим основные характеристики акции постоянного роста.

1. Ожидается рост дивидендов с постоянным темпом.

2. Ожидается курс акции с тем же темпом, что и дивидендов.

3. Ожидаемая дивидендная доходность постоянна.

4. Ожидаемая доходность за счет изменения цены также постоянна (= g).
5. Ожидаемая норма прибыли по акции (ks) равна ожидаемой дивидендной доходности плюс ожидаемый темп роста дивидендов (g), т.е.
ks = дивидендная доходность + g.
7. Акции избыточного роста
В своем развитии компании проходят ряд стадий. Начальный период деятельности компании характеризуется ускоренным ростом, превышающим рост экономики в целом. Затем происходит стабилизация, при которой темпы роста дивидендов остаются постоянными. Яркими примерами этого являются автомобильные заводы в 20-е годы и компания Microsoft в 90-е годы. Такие компании называются компаниями избыточного роста, а их акции - акциями избыточного роста. На рис. 3 показан рост дивидендов для акции убывающего, нулевого, постоянного и избыточного роста.
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Рис. 3.
В последнем случае в соответствии с рис. 3 ожидается избыточный рост по ставке 30% в течение 3 лет и затем нормальный (постоянный) рост по ставке 8%. Для оценки курса акции избыточного роста, при условии, что темп роста становится постоянным с некоторого момента, нужно:

1. Найти текущее значение дивидендов, выплачиваемых в течение периода избыточного роста;

2. Найти ожидаемый курс акции, соответствующий концу периода избыточного роста;

3. Сложить результаты первого и второго действия.
Для иллюстрации приведем пример.

Пусть

ks - требуемая норма прибыли = 15%;

N - количество лет избыточного роста = 3;

g - темп роста доходов и дивидендов в течение периода избыточного роста = 30%. (Темп роста в течение периода избыточного роста может варьироваться от года к году.)

Кроме того, может быть несколько различных периодов избыточного роста, например, 30% в течение первых трех лет, 20% в течение следующих двух лет и затем постоянный темп роста 10%.

gn - постоянный темп роста после периода избыточного роста = 10%;

D0 - последний из выплаченных к настоящему моменту дивидендов (D0 = 500 рублей).

Найдем оценку для текущего курса акции избыточного роста с указанными параметрами (временная диаграмма выплат приведена на рис. 4).
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Рис. 4.

Величина дивидендов за каждый год раина:
D1 = D0 ( (1 + gs) = 500 ( (1,3) = 650 рублей,
D2 = D0 ( (1 + gs)2 = 500 ( (1,3)2 = 845 рублей,
D3 = D0 ( (1 + gs)3 = 500 ( (1,3)3 = 1098,5 рубля,
D4 = D3 ( (l + gn) = 1098,5 ( 1,1 = 1208,35 рубля
Текущее значение D1 равно
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Текущее значение D2 равно
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Ожидаемая стоимость акции в конце периода избыточного роста определяется как текущее значение акции нормального роста, т.е.
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Складывая это значение с D3 и дисконтируя по процентной ставке 15%, получим
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Текущий курс акции но оценке инвестора составит
P0 = 565,22 + 638,94 + 16612,48 = 17816,64 рубля.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Таблица П.1
Номера дней в году
	дни
	янв
	фев
	март
	апр
	май
	июнь
	июль
	авг
	сент
	окт
	нояб
	дек

	1
	1
	32
	60
	91
	121
	152
	182
	213
	244
	274
	305
	335

	2
	2
	33
	61
	92
	122
	153
	183
	214
	245
	275
	306
	336

	3
	3
	34
	62
	93
	123
	154
	184
	215
	246
	276
	307
	337

	4
	4
	35
	63
	94
	124
	155
	185
	216
	247
	277
	308
	338

	5
	5
	36
	64
	95
	125
	156
	186
	217
	248
	278
	309
	339

	6
	6
	37
	65
	96
	126
	157
	187
	218
	249
	279
	310
	340

	7
	7
	38
	66
	97
	127
	158
	188
	219
	250
	280
	311
	341

	8
	8
	39
	67
	98
	128
	159
	189
	220
	251
	281
	312
	342

	9
	9
	40
	68
	99
	129
	160
	190
	221
	252
	282
	313
	343

	10
	10
	41
	69
	100
	130
	161
	191
	222
	253
	283
	314
	344

	11
	11
	42
	70
	101
	131
	162
	192
	223
	254
	284
	315
	345

	12
	12
	43
	71
	102
	132
	163
	193
	224
	255
	285
	316
	346

	13
	13
	44
	72
	103
	133
	164
	194
	225
	256
	286
	317
	347

	14
	14
	45
	73
	104
	134
	165
	195
	226
	257
	287
	318
	348

	15
	15
	46
	74
	105
	135
	166
	196
	227
	258
	288
	319
	349

	16
	16
	47
	75
	106
	136
	167
	197
	228
	259
	289
	320
	350

	17
	17
	48
	76
	107
	137
	168
	198
	229
	260
	290
	321
	351

	18
	18
	49
	77
	108
	138
	169
	199
	230
	261
	291
	322
	352

	19
	19
	50
	78
	109
	139
	170
	200
	231
	262
	292
	323
	353

	20
	20
	51
	79
	110
	140
	171
	201
	232
	263
	293
	324
	354

	21
	21
	52
	80
	111
	141
	172
	202
	233
	264
	294
	325
	355

	22
	22
	53
	81
	112
	142
	173
	203
	234
	265
	295
	326
	356

	23
	23
	54
	82
	113
	143
	174
	204
	235
	266
	296
	327
	357

	24
	24
	55
	83
	114
	144
	175
	205
	236
	267
	297
	328
	358

	25
	25
	56
	84
	115
	145
	176
	206
	237
	268
	298
	329
	359

	26
	26
	57
	85
	116
	146
	177
	207
	238
	269
	299
	330
	360

	27
	27
	58
	86
	117
	147
	178
	208
	239
	270
	300
	331
	361

	28
	28
	59
	87
	118
	148
	179
	209
	240
	271
	301
	332
	362

	29
	29
	
	88
	119
	149
	180
	210
	241
	272
	302
	333
	363

	30
	30
	
	89
	120
	150
	181
	211
	242
	273
	303
	334
	364

	31
	31
	
	90
	
	151
	
	212
	243
	
	304
	
	365


10 февраля 1993 г.


Через три месяца выплатить Нечаеву М.А. 150 тысяч руб. и простые проценты по ставке 2% за месяц


(подпись)      Иванов Г.И.





10 февраля 1993 г.


Через три месяца обязуюсь выплатить Нечаеву М.А. 159 тысяч руб.


(подпись)      Иванов Г.И.
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