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Введение
Методические указания предназначены для самостоятельной работы студентов изучающих раздел «Основные понятия и теоремы теории вероятностей» по дисциплине

  «Математика».   

        Методические указания содержат основной теоретический материал по данному курсу, проиллюстрированный примерами решения задач.

        Данная работа может быть использована для аудиторной самостоятельной работы студентов под руководством преподавателя.

        Так как в данных методических указаниях приведены лишь отдельные определения и понятия, то необходимо изучить теоретический материал, используя конспекты лекций и рекомендуемую литературу.            
1. Комбинаторика
Перестановки – множества, состоящие из n элементов, отличающиеся только порядком расположения элементов.
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  , где n! = 1*2*3*…*n      ( 1!= 1, 0!= 1)
(1.1)
Пример: a, b, c


(a, b, c)  (b, a, c)  (c, a, b)


(a, c, b)  (b, c, a)  (c, b, a)

Pn = 3! = 1*2*3 = 6
Сочетания – множества, состоящие из m элементов множества n, отличающиеся друг от друга хотя бы одним элементом.
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(1.2)
Пример: a, b, c
(a, b)  (a, c)  (b, c)
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Размещения – множества из m элементов множества n, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом или порядком.
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Пример: a, b, c 
(a, b)  (a, c)  (b, c)

(b, a)  (c, a)  (c, b)
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Пример 1. 15 учеников обменялись рукопожатиями. Сколько произведено рукопожатий?

Решение: по формуле (1.2)
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Пример 2. Сколько трехзначных чисел можно составить из нечётных цифр, если каждую цифру можно использовать только один раз?

Решение: Нечётные цифры: 1, 3, 5, 7, 9. По формуле (1.3)
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Пример 3. Сколькими способами из колоды в 52 карты можно вынуть 10 карт, чтобы среди них был хоть один туз?

Решение:
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 -  столько способов выбрать 10 карт, среди которых есть хотя бы один туз.
Пример 4. Сколько существует пятизначных чисел с разными цифрами, составленных из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, из которых три первые цифры чётные, а остальные нечётные?

Решение:

Чётные цифры: 2, 4, 6, 8            (4 шт.)

Нечётные цифры: 1, 3. 5, 7, 9    (5 шт.)
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2. Основные понятия и формулы теории вероятностей
Теория вероятностей – раздел математики, в котором изучаются общие закономерности случайных явлений и даются количественные оценки влияния случайных факторов. Теория вероятностей изучает свойства массовых случайных событий, способных многократно повторяться при воспроизведении определенного комплекса условий.
Испытание – совокупность условий для проведения опыта.

Событие – всякий факт, который может произойти или не произойти.

Достоверное событие – событие, которое обязательно произойдет.

Невозможное событие – событие, которое не может произойти при данном испытании.

Случайное событие – событие, которое может произойти или не произойти.

Несовместные события – появление одного исключает появление другого.

Равновозможные события имеют одинаковые шансы для появления при данном испытании.

Если при данном испытании обязательно наступит хотя бы одно событие из совокупности, то такая совокупность образует полную группу событий.
Классическое определение вероятности: отношение числа исходов, благоприятствующих появлению данного события (m), к общему числу всех равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу (n).

[image: image12.wmf](

)

n

m

A

P

=


(2.1)

   Статистическое определение вероятностей: статистической вероятностью случайного события называется число, около которого группируются относительные частоты этого события при увеличении числа испытаний:
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Число «m», показывающее сколько раз данное событие произошло при «n» испытаниях называется частотой события.
Отношение числа появления события к общему числу проведённых испытаний называется относительной частотой этого события.

Свойства:
1. Вероятность достоверного события равна 1.

Р (Ω) = 1.
2. Вероятность невозможного события равна 0.

Р(Ø) = 0.
3. Вероятность случайного события есть положительное число, заключённое между 0 и 1.

0 < Р (А) <  1.
Пример 5. Стрелок имеет 70 патронов, из них 5 с осечкой. Какова вероятность того, что: а) взятый на удачу патрон окажется с осечкой; б) взятые на удачу одновременно два патрона окажутся с осечкой?
Решение:

а) Пусть А1 – событие, состоящее в том, что взятый патрон с осечкой. Все исходы равновозможны. Число возможных исходов равно числу патронов (n = 70), из них благоприятствует событию m = 5.
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б) А2 – оба патрона с осечкой
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 - число исходов, благоприятствующих событию   (выбор двух патронов с осечкой).
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Пример 6. В урне 10 шаров: 6 белых и 4 чёрных. Какова вероятность того, что два вынутых шара окажутся белыми?

Решение: 
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Суммой двух событий А и В называется событие С, состоящее в появлении хотя бы одного из событий А или В.
С = А + В.
Произведением двух событий А и В называется событие С, состоящее в совместном появлении и события А и события В.

С = А * В.
Если события несовместны (не могут появиться одновременно), то Р(А+В) = Р(А) + Р(В).

Для совместных событий:

Р(А+В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ)

Условной вероятностью события А называют вероятность события А, вычисленную при условии, что событие В произошло.

Обозначается: 
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События А и В называют независимыми, если появление одного из них не меняет вероятности появления другого.

Ā – событие противоположное событию A.

P(A) = p, P(Ā) = q ( p + q = 1   (q = 1 – p )
P(AB) = P(A)*PA(B) = P(B)*PВ(A).
Пример 7. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель для первого – 0.75, второго – 0.8, третьего – 0.9.

1) Определить вероятность того, что все три стрелка попадут в цель;

2) определить вероятность того, что только один стрелок попадёт в цель;

3) определить вероятность того, что в цель попадёт хотя бы один стрелок.

Решение:

1) р1 = 0.75, р2 = 0.8, р3 = 0.9

Событие А1 – все три стрелка попали в цель

Р(А1) = р1р2р3= 0.75*0.8*0.9 = 0.54.
2) Событие А2  - только один стрелок попал в цель

P(A2) =  p1q2q3 + q1p2q3 + q1q2p3 = 
0.75*0.2*0.1 + 0.25*0.8*0.1 + 0.25*0.2*0.9 = 0.08.
3) Событие А3 – попадёт в цель хотя бы один стрелок - состоит из событий: только один стрелок попадёт в цель или только два стрелка попадут в цель или все три стрелка попадут в цель. Событие А3 противоположно событию А4 – ни один стрелок не попадёт в цель.
P(A4) = q1q2q3 ( P(A3) = 1 – P(A4) = 1-0.25*0.2*0.1 = 0.995.
Пример 8. В урне 5 белых, 4 чёрных, 3 синих шара. Извлекают три шара, не возвращая их обратно. Найти вероятность того, что первым будет извлечён чёрный, вторым – белый, а третьим – синий шар.

Решение:

События: А – первым извлечён чёрный шар


В – вторым извлечён белый шар

С – третьим извлечён синий шар, тогда

Р(А) = 4/12 = 1/3

РА(В) = 5/11

РАВ(С) = 3/10 (после каждого извлечения количество шаров в урне уменьшается)
Р(АВС) = Р(А)*РА(В)*РАВ(С) = 1/3*5/11*3/10 ( 0,045
Пусть рассматриваются события А, В, С.

· А* 
[image: image21.wmf]B

* 
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 + Ā *В*
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  + Ā* 
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* С – появление только одного из событий,
· А* В* 
[image: image25.wmf]C

 + А* 
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* С + Ā* В* С – появление только двух событий,
· А* В* С – появление всех событий вместе,
· Ā* 
[image: image27.wmf]B

* 
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 – непоявление ни одного из событий,
· 1 – Ā* 
[image: image29.wmf]B

* 
[image: image30.wmf]C

 – появление хотя бы одного из событий .
Формула полной вероятности
Если событие А может произойти только с одним из несовместных событий В1, В2, … Вn, образующих полную группу, то

P(A) = P(B1)PB1(A) + P(B2)PB2(A) + … + P(Bn)PBn(A)
(2.2)
Формула Байеса
Пусть событие А может произойти только с одним из событий (события несовместны) В1, В2, … Вn, образующих полную группу. Тогда события Вi называют гипотезами. Вероятность гипотез:
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Формула Бернулли
Если в серии из n испытаний вероятность появления события А в каждом испытании одинакова и равна p, то вероятность того, что событие в серии из n испытаний появиться ровно k раз, равна:
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(2.4)
Если количество испытаний n достаточно велико, то вероятность появления события в этой серии испытаний ровно k раз вычисляется по локальной теореме Муавра – Лапласа:
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(2.5)
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 - локальная функция Лапласа, её значения даны в специальных таблицах.
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Появление события более k раз, не более k раз, от k1 до k2 раз вычисляется с помощью интегральной теоремы Муавра – Лапласа:
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)

(

)

(

)

5

.

0

5

,

=

³

-

=

-

x

Ф

x

для

x

Ф

x

Ф


Значение Ф(х) находят по специальным таблицам.

Если вероятность события А очень мала (р→0), то вероятность появления события в n испытаниях ровно k раз вычисляется по формуле Пуассона:
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(2.7)
Пример 9. Пусть в одной коробке 20 радиоламп, из которых 18 стандартных, во второй коробке 10 ламп, из них 9 стандартных. Из второй коробки наудачу взята лампа и переложена в первую. Найти вероятность того, что лампа, наудачу извлечённая из первой коробки, стандартна.
Решение:

Пусть события:

А – из первой коробки извлечена стандартная лампа

В1  - из второй коробки переложена стандартная лампа

В2 – из второй коробки переложена нестандартная лампа.

Р(В1) = 9/10; Р(В2) = 1/10; РВ1(А) = 18/21

По формуле полной вероятности (5):

Р(А) = Р(В1)РВ1(А) + Р(В2)РВ2(А ) = 9/10*19/21+ 1/10*18/21 = 0,9.
Пример 10. В цехе 6  моторов. Вероятность работы каждого из них в течении смены равна 0,8. Найти вероятность того, что без аварии смену проработают:

1) 4 мотора;

2) Не менее двух моторов.

Решение:
1) По формуле Бернулли (2.4): n = 6, k = 4, p = 0.8, q = 1- 0.8 = =0.2
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2) 
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Пример 11. Вероятность поражения стрелком мишени при одном выстреле равна 0,75. Найти вероятность того, что при 100 выстрелах мишень будет поражена не меньше 70 раз и не более 80 раз.
Решение: используем формулу (2.6)

n = 100; k1 = 70; k2 = 80; p = 0.75; q = 0.25
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По таблице 2 приложений [2;3]: Ф(1,15) = 0,3749

Р100(70,80) = Ф(1,15) – Ф(-1,15) = Ф(1,15) + Ф(1,15) = 2*0,3749 = 0,7498.
Пример 12. Вероятность того, что случайно встреченный человек не имеет музыкального слуха, равна 0,2. Найти вероятность того, что из 400 детей, поступивших в музыкальную школу, 104 не имеют музыкального слуха.

Решение: n = 400, k = 104, p = 0.2, q = 0.8.
По локальной теореме Муавра – Лапласа (2.5):
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Пример 13. на стенде установлено 15 приборов. Вероятность того, что прибор выдержит испытание, равна 0,9. Найти наивероятнейшее число приборов, которые выдержат испытание.

Решение: Наивероятнейшее число событий можно определить по формуле:
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3. Дискретные случайные величины ( ДСВ )
 Случайной называется величина, которая в результате испытания может принять одно и только одно из возможных значений, заранее неизвестное.
Дискретной называется случайная величина (СВ), которая принимает отдельное, изолированное возможное значение с определённой вероятностью.

Всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями СВ и соответствующими вероятностями, называется законом распределения случайной величины.

Закон распределения, заданный в виде таблицы, называется рядом распределения.

	xi
	x1
	x2
	…
	xn

	pi
	p1
	p2
	…
	pn
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Ломаная линия ( график закона распределения) называется 
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 многоугольником распределения (рис.3.1).

х1
х2
х3
х4
Рисунок 3.1

Функция F(x), равная вероятности того, что СВ Х примет значение меньшее х, называется функцией распределения случайной величины х.

F(x) = P(Х<x).

3.1. Числовые характеристики дискретной СВ
1. Математическое ожидание – сумма произведений её возможных значений на их вероятности.
Свойства:  а) М(С) = С;


б) М(С·Х) = С·М(Х)
;


в) М(ХУ) = М(Х)·М(У);

г) М (Х + У) = М(Х) + М(У).
2. Дисперсия (рассеяние) – математическое ожидание квадрата отклонения СВ от её математического ожидания.

D(Х) = M(Х – M(Х))2 = M(Х2) - [M(Х)]2
Свойства: а) D(C) = 0;

б) D(C·Х) = C2·D(Х);

в) D(Х + У) = D(Х) + D(У).
3. Среднее квадратическое отклонение:
σ (χ) = √D(χ)

Пример 14. Производится 3 выстрела по мишени. Вероятность попадания в мишень при каждом выстреле равна 0,4. Построить ряд распределения числа попаданий.

Решение: х – число попаданий, xi = 0, 1, 2, 3. Вероятности определяются формулой:
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ряд распределения:
	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
	0.216
	0.432
	0.228
	0.064


Пример 15. В результате испытания двух приборов А и В установлена вероятность наблюдения уровня помех, оцениваемых по 3х бальной системе.

Для прибора А:

	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
	0,7
	0,2
	0,06
	0.004


Для прибора В:
	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
	0.8
	0.06
	0.04
	0.01


Выбрать лучший прибор (тот, который в среднем имеет меньший уровень помех).

М(х) = 0·0,7 + 1·0,2 + 2·0,06 + 3·0,04 = 0,44;
М(у)=0·0,8 + 1·0,06 + 2·0,04 + 3·0,1 = 0,44, М(х) = М(у);
D(х) = 02·0,7 + 12 ·0,2 + 22 ·0,06 + 32 ·0,04 – М2(х) = 0,6064;
D(у) = 02·0,8 + 12·0,06 + 22·0,04 + 32·0,1 – М2(у) = 0,9264;
D(x) < D(y).
Прибор А лучше.

3.2. Законы распределения дискретной СВ
1. Биномиальный закон распределения – вероятность значения СВ вычисляется по формуле Бернулли (2.5).
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 - функция распределения
М(Х) = n·p;   D(Х) = n·p·q
2. Распределение Пуассона – вероятность того, что СВХ примет значение m, вычисляется по формуле:
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, где λ = np = const (применяется, если число испытаний достаточно велико, а вероятность появления события очень мала).
M(Х) = λ;   D(Х) = λ.
Примеры СВ, распределённых по закону Пуассона:
· число атомов радиоактивного вещества, распадающихся за определённый промежуток времени;

· число вызовов, поступающих на АТС в дневное время;

· число отказов отдельных элементов в сложных устройствах.
Пример 16. Устройство содержит 1000 ламп, каждая из которых может с вероятностью 0,0004 выйти из строя в течение некоторого промежутка времени. Какова вероятность этого промежутка, в течение которого выйдет из строя не более трёх ламп?

Решение: Пусть χ – число вышедших из строя ламп.

n = 1000; p = 0.0004; λ = np = 0.4
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4. Непрерывные случайные величины (НСВ)
Непрерывной называется СВ, которая может принимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка.

Непрерывная случайная величина может быть задана с помощью функции распределения:

F(х) = P(Х<x)

Свойства F(x):

1. Если x1< x2, то F(x1) ≤ F(x2);
2. F(-∞) = 0;
3. F(∞) = 1;
4. P(a < x < b) = F(b) – F(a);
5. Вероятность того, что непрерывная СВ примет одно определённое значение, равна 0, т.е. P(Х=x0) = 0.
Часто непрерывная СВ задаётся дифференциальной функцией распределения или плотностью распределения  вероятностей:



f(x) = F′(x)



(4.1)
Свойства f(x):

1. 
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4,1. Числовые характеристики НСВ:
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4.2. Нормальный закон распределения НСВ.

Нормальное распределение ( N(a,σ) , где а= М(х), или практически нормальное) часто встречается в окружающем мире, оно как бы норма. Размеры деталей, ошибки всевозможных приборов, производительность труда, урожайность культуры с 1га – случайные нормальные величины.
Для нормальной СВ: 
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(4.2)
 а,σ - параметры.
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,  M(x) = a, D(x) = σ2, σ(x) = σ.
Вероятность попадания нормально распределённой СВХ  в интервал (α, β):
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 - функция Лапласа.

        Вероятность того, что отклонение НСВХ от ее математического ожидания  а по абсолютной величине меньше заданного числа  [image: image62.png]P(lx —al < 8) =2¢(2)



.

        Доверительный интервал для неизвестного математического ожидания:

[image: image64.png]ac (F-Z.7+to/Vn), mes="Z, y=2



ϕ(t) – надежность.

             5. Вопросы для подготовки к экзамену
1. Элементы комбинаторики: перестановки, размещения, сочетания. Определения и формулы для вычисления.
2. Опыт, событие, виды событий. Классическое определение вероятности события.

3. Относительная частота события. Связь между вероятностью и относительностью события.

4. Произведение событий. Теоремы умножения.

5. Сумма событий. Теоремы сложения. Противоположные события. Вероятность суммы событий, образующих полную группу.

6. Вероятность появления хотя бы одного из нескольких событий.

7. Формула полной вероятности. Формула Байеса.

8. Повторение испытаний. Формула Бернулли, Пуассона. Локальная и интегральная теоремы Муавра – Лапласа.

9. Понятие случайной величины. Дискретные и непрерывные СВ. Закон распределения СВ.

10. Виды распределения дискретной СВ: биноминальное, геометрическое.

11. Функция распределения и функция плотности распределения СВ.

12. Числовые характеристики СВ: математическое ожидание, дисперсия, среднее квадратическое отклонение.
13. Виды распределения непрерывной СВ: равномерное, показательное, нормальное.

14. Вероятность попадания непрерывной СВ в заданный интервал.

15. Вероятность отклонения НСВХ от ее математического ожидания.
Варианты заданий для самостоятельной контрольной работы № 6
1. В урне содержится К черных и Н белых шаров. Случайным образом вынимают М шаров. Найти вероятность того, что среди них имеется:

а) Р белых шаров;
б) меньше, чем Р, белых шаров;
в) хотя бы один белый шар.

	Вариант
	К
	Н
	М
	Р

	1
	5
	6
	5
	3

	2
	6
	5
	4
	2

	3
	6
	5
	5
	3

	4
	7
	4
	4
	2

	5
	4
	5
	4
	2

	6
	8
	6
	5
	3

	7
	6
	7
	4
	4

	8
	4
	7
	4
	2

	9
	5
	6
	5
	3

	10
	7
	4
	4
	2

	11
	8
	6
	4
	3

	12
	6
	5
	4
	3

	13
	4
	6
	4
	3

	14
	8
	6
	5
	2

	15
	5
	6
	5
	4


2. В пирамиде стоят R винтовок, из них L с оптическим прицелом. Стрелок, стреляя из винтовки с оптическим прицелом, может поразить мишень с вероятностью p1, а стреляя из винтовки без оптического прицела - с вероятностью p2. Найти вероятность того, что стрелок поразит мишень, стреляя из случайно взятой винтовки.
Параметры вычисляются по формулам:

V – номер варианта,  k = | 14-V |,   R = 5 + k,
р1  = 0.95 – k/100,  p2  = 0.6 – k/100,  
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3. Фамилия и имя студента записаны с помощью карточек. Карточки с буквами имени и фамилии смешивают в отдельные пачки и отдельно вынимают по одной карточке без возврата. Найти вероятность того, что буквы вынимаются в порядке следования в фамилии и имени.

4. В каждом из n независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью р. Найти вероятность того, что событие А происходит:

а) точно M раз;
б) меньше, чем М и больше, чем L раз;
в) меньше, чем M раз.
n = 700 + V·10, M = 270 + V·10, p = 0.35 + V/50,

L = M – 40 – V.
5. В каждом из n независимых испытаний событие А происходит с постоянной вероятностью р. Найти вероятность того, что событие А происходит:
а) точно L раз;
б) меньше, чем М и больше, чем F раз;
в) меньше, чем R раз.
n = 500 + V·10,  L = 220 + V·10,  F = L – 40 + V,
p = 0.4 + V/100,  M = L + 20 + V,  R = L + 15.
6. Случайная величина Х задана рядом распределения
	Х
	x1
	x2
	х3
	х4

	Р
	p1
	p2
	р3
	P4


Найти функцию распределения F(x) случайной величины Х и построить её график. Вычислить для Х её среднее значение 
[image: image66.wmf]X

= М(х), D(x) и моду М0, где
 R = остаток (V/4) + 2,
х1  = V + 3,  x2 = х1  + R,
x3 = х2  + R,  x4 = х3  + 2R,
p1 = 1/(R+5),  p2 = 1/(R+3), 
p3 = (41 + 33R + R2 – R3)/[(R + 3)(R + 5)(8 - R)],  p4 = 1/(8 - R).
7. Случайная величина Х задана функцией распределения
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Найти функцию плотности вероятности f(x) случайной величины Х. Построить график функций f(x) и F(x) . Вычислить для Х её среднее значение M(x), D(x), M0, Mе,. K = 3 + V.
8. Задана случайная величина 
[image: image68.wmf](
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. Найти вероятность того, что эта случайная величина принимает значение:

а) в интервале [a; b];
б) меньше а;
в) больше b;
г) отличается от своего среднего значения по абсолютной величине не больше, чем на ε.

М(Х)=μ = V, σ = остаток(V/8) + 2, S = остаток(V/5) + 1,

a = V – S, b = V + 2S,  ε = S.
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