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ВВЕДЕНИЕ

Работа студента над курсом высшей математики  предполагает самостоятельное изучение теоретического материала и выполнения упражнений, позволяющих глубже понять содержание курса и выработать необходимые навыки в выполнении математических операций. Этой цели служит серия контрольных работ, которые студент должен выполнить в течение каждого семестра.
В данном методическом руководстве содержатся необходимые теоретические сведения и методические указания, необходимые для выполнения контрольных работ. Следует подчеркнуть, что этих сведений недостаточно не только для последующей сдачи экзаменов, но и для выполнения контрольных работ. Поэтому предлагаемое руководство не может заменить учебники, список которых приводится в руководстве.
Помимо теоретических сведений в руководстве содержатся варианты заданий для выполнения контрольных работ. Вариант контрольной работы совпадает с последней цифрой шифра, присвоенного студенту.
При выполнении контрольной работы и представлении ее на проверку студент должен руководствоваться следующими правилами:
1. Контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради и сдана на проверку.
2. Если при проверке контрольной работы обнаружены ошибки, то студент должен в той же тетради выполнить работу над ошибками и сдать ее для повторной проверки.
4. Решение задач из контрольной работы должно быть достаточно подробным и логически последовательным. Полезно в тексте решения приводить формулировки теорем и других теоретических сведений, на основании которых делаются Ваши заключения.
Студент-заочник должен иметь в виду, что самостоятельная работа над контрольными заданиями является залогом успешной сдачи экзаменов и зачетов по математике.
Теоретические сведения и рекомендации по выполнению 
контрольных работ.
I.  ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  МНОЖЕСТВ

Понятие множества

Под множеством понимается совокупность некоторых объектов. Эти объекты, предметы называются элементами множества. Множества будем обозначать А, В, С,…, или А1, А2,… Если множество состоит из конечного числа элементов, то оно называется конечным. Например, множество студентов в группе конечное. Если количество элементов множества бесконечное, то оно называется бесконечным. Например, множество всех натуральных чисел бесконечное. Множество всех прямых, проходящих через одну точку на плоскости, бесконечное.

Конечному множеству относятся множество, не содержащее ни одного элемента (пустое множество).  Число  элементов пустого множества равно нулю 
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Если элемент х принадлежит множеству  А, то  
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Определение 1.  Если каждый элемент множества А есть элемент множества В, то А является частью или подмножеством множества В: 
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 при этом 
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В частности, 
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, если А=В, т.е. множество А есть подмножество самого себя. Кроме того, пустое множество есть часть всего множества. Множество А и пустое множество называются несобственными подмножествами множества А, все остальные называются собственными. Если множество содержит 
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 элементов, то подмножеств будет 
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Определение 2. Суммой (объединением) двух множеств А и В называется множество, элементы которого принадлежат хотя бы к одному из множеств. Обозначаются   
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Если множеств несколько, то имеем  
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Объединение множеств  А  и  В  можно изобразить диаграммой Эйлера – Винна
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Определение 3. Произведением (пересесечением) двух множеств А и В называется множество, элементами которого являются общие элементы обоих множеств: 
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Если множеств несколько, то запишем   
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Определение 4. Разностью множеств А и В называется множество тех элементов множества А, которые не суть элементы множества В:  А \ В.
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Определение 5.   Дополнением    
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  множества  
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  называется   
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Свойства
1. Коммутативность: 
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2. Ассоциативность: 


[image: image26.wmf](

)

(

)

С

В

А

С

В

А

С

В

А

È

È

=

È

È

=

È

È

,

[image: image27.wmf](

)

(

)

С

В

А

С

В

А

С

В

А

Ç

Ç

=

Ç

Ç

=

Ç

Ç

;
3. Дистрибутивность (пересечения относительно объединения)
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В общем случае
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Очевидны  следующие  соотношения двойственности (сложения и пересечения).  Для любой (конечной или бесконечной) системы подмножеств Аj   данного произвольного множества Х  имеет место тождества
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Последовательность множеств   М1, М2, … , Мn, … называется убывающей (возрастающей), если для любого  
[image: image34.wmf]n

  имеем   
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Замечание.   Пересечение (сумма) любой бесконечной подпоследовательности совпадает с пересечением (суммой) всей последовательности.
        Сумма разностей множеств:  
[image: image36.wmf])

\

(

)

\

(

А

В

В

А

В

А

È

=

+



[image: image37]
                              
[image: image38.wmf]{

}

А

х

и

В

х

или

В

х

и

А

х

х

В

А

Ï

Î

Ï

Î

=

+

,


Бинарные отношения

Пусть даны два множества  А  и  В. Множество упорядоченных пар элементов, из которых первый принадлежит А, а второй В, называется бинарным (декартовым) произведением множеств А и В и обозначается АхВ.

Пример:   
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Всякое подмножество множества АхВ называется бинарным отношением.
Пример:   
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Для отношения R элемент 
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Бинарные отношения можно задавать различными способами: таблицами, стрелками, сечениями. Для табличного способа представления отношения 
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 проводят несколько вертикалей, обозначая каждую из них некоторым элементом из А, и несколько горизонталей, обозначая их элементами из В. Затем жирными точками отмечают пересечения тех прямых, для которых соответствующие элементы удовлетворяют отношению R.
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Для того чтобы задать стрелочное представление бинарного отношения 
[image: image50.wmf]В

А

R

´

Ì

, элементы А и В изображаются в виде точек плоскости, после чего стрелками, направленными от х к у, соединяются те и только те 
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Поскольку А есть подмножество В, можно условится не обозначать два раза точки 1, 2, 3,  представляющие один и тот же элемент; тогда получим
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Взаимно однозначное соответствие между множествами
Если два множества состоят из одного и того же конечного числа элементов, то между элементами этих множеств можно установить взаимно однозначное соответствие., т.е. такое соответствие, при котором каждому элементу одного множества соответствует один и только один элемент другого множества, и обратно. Если число элементов первого множества меньше, чем второго, то можно установить взаимно однозначное соответствие между первым множеством и частью второго. Можно установить однозначное соответствие между множествами.

Например, множество А состоит из всех целых положительных чисел, множество В из всех целых отрицательных.

Определение 6.  Два множества называются количественно эквивалентными, если между ними возможно установить взаимно однозначное соответствие. Тогда эти два множества называются просто эквивалентными множествами.

Замечания:   1) Относительно двух эквивалентных множеств говорят, что они имеют одинаковую мощность.

                         2) Два конечных множества эквивалентны тогда и только тогда, когда они состоят из одного и того же конечного числа элементов.

                         3) Если     
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                         4) Мощность -  это то, что есть общего у всех эквивалентных между собой множеств.

Если множество конечное, то мощность конечного множества равна количеству элементов этого множества.

Таким образом, мощность конечного множества есть конечное число.

Определение 7.  Множество, эквивалентное множеству всех натуральных чисел, называется счетным множеством.

Таким образом, счетное множество это такое множество А, все элементы которого могут быть занумерованы в бесконечную последовательность: а1, а2, …, аn, так, чтобы каждый элемент получил лишь один номер “n” и, обратно, каждое натуральное число “n” было бы в качестве номера дано одному и лишь одному элементу множества.

Бесконечное множество, не являющееся счетным, называется несчетным множеством.

Взаимно однозначное соответствие между двумя множествами является частным случаем общего понятия отображения: если каким–то образом каждому элементу “х” некоторого множества Х поставлен в соответствие определенный элемент “y” некоторого множества У, то говорят, что имеется отображения множества Х во множество У, или f, аргумент который изображает множество Х, а значения принадлежат множеству У: и пишут 
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· Мощность счетного множества равна бесконечности;
· Мощность несчетного множества имеет континуум;
Например,  мощность множества чисел отрезка [0, 1].
Определение 8.  Множество М, состоящее из действительных чисел, называется ограниченным сверху (снизу), если существует такое число 
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, что все элементы этого множества меньше (больше), чем  
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Множество называется ограниченным, если оно одновременно ограничено и сверху и снизу.

Если множество М непустое и оно ограничено сверху, то число 
[image: image62.wmf]М
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 называется верхней гранью множества М. Верхняя грань может принадлежат множеству М или не принадлежать. Верхнюю грань обозначим 
[image: image63.wmf](

)

.

sup

sup

remum

M

 

Например, множество (0, 1) (М), верхняя грань имеет 
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Теперь пусть дано непустое множество М, ограниченное снизу. Тогда 
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называется  нижней гранью множества М. Обозначается   
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Например:  М=(3; 4],  inf 
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Примеры:

1) Определить множество А решений уравнения х2 – 25 = 0.

Решение:  А = { х | х2  - 25 = 0 } = { -5; 5 }.

2) Определить множество В решений неравенства 2х + 9 
[image: image69.wmf]³

 0.

Решение:  В = { х | 2х + 9 
[image: image70.wmf]³

 0 } = { х | х 
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 -4,5 } = [ -4,5; ∞).

3) Заданы множества А = { 1; 3; 4; 6 } и В = { 3; 5; 6; 7 }. Определить результаты   операций   А
[image: image72.wmf]Ç
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В,  А\В,  В\А,  А+В.
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Решение:

А + В = (А\В) 
[image: image74.wmf]È

 (В\А)
диаграмма   Эйлера-Винна.

А
[image: image75.wmf]È

В = { 1; 3; 4; 5; 6; 7 };
А
[image: image76.wmf]Ç

В = { 3; 6 };
А\В = { 1; 4 };
В\А = { 5; 7 };
А + В = { 1; 4; 5; 7 }.

4) Определить результаты тех же операций,  если А = { х |  1 
[image: image77.wmf]£

 х 
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 5 },                                                                                      В = { х | 3 
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 х < 7 }.
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Решение:

   А
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В = { х | 3 
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 х 
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 5 } = [ 3; 5 ];
   А
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В = { х | 1 
[image: image84.wmf]£

 х < 7 } = [ 1; 7 );
   А\В = { х | 1 
[image: image85.wmf]£

 х < 3 } = [ 1; 3 );
   В\А = { х | 5 < х < 7 } = ( 5; 7);
   А + В = { х | 1 
[image: image86.wmf]£

 х < 3 
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5 < 4 < 7 } = [ 1; 3) 
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 ( 5; 7).

5) Доказать  формулу  В
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(А\В) = А
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В.

Решение:  Рассмотрим диаграммы
[image: image416.emf]А В 1

3 5 7

      А\В: 

[image: image417.emf]=

В А

А\В

В 
[image: image91.wmf]È

 (А\В):
Результат для правой части:
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В: 
Оба рисунка полностью совпадают, что требовалось доказать.
6) Найти все подмножества множества А = { 0; 1; 3 }.

Решение:  Несобственные подмножества Ø и А; одноэлементные {0}, {1}, {3}; двухэлементные {0; 1}, {0; 3}, {1; 3}. Следовательно, степень множества Р(А), т.е. множество всех подмножеств, имеет вид  Р(А) = {Ø; {0}; {1}; {3}; {0; 1}; {0; 3}; {1; 3}; {0; 1; 3}}.

Проверка: если множество А состоит из ″n″ элементов, то число всех его подмножеств равно 
[image: image93.wmf]n

2

. 
В нашем случае, n = 3. Значит, 23 = 8, что совпадает с числом объектов в Р(А).

7) Оценить множество  А = {2; 6; 1; 8}.

Решение:  max А = 8,  min A = 1,   sup A = 8,   inf A = 1.
8) Оценить множество  N = {1; 2; 3; …}, т.е. натуральный ряд.

Решение:  min N = 1, max N – не существует, sup N – не существует, inf N = 1.

9) Оценить множество А = { х | 2 ≤ х < 5 }.

Решение:   
[image: image419.emf]=

В А


min А = 2,  max A –не существует, т.к. 5
[image: image94.wmf]Ï

А,  sup A = 5,  inf A = 2.
10)  Оценить множество А = { х | 3 < х < 8 }
Решение:   
[image: image420.emf]Х

2

5


min A – не существует, т.к. 3
[image: image95.wmf]Ï

А,   max А – не существует, 

inf A = 3,    sup A = не существует (sup A  = ∞).

II.  МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  ЛОГИКА

Основные понятия
Алгебра высказываний
Математическая логика это наука, использующая математические методы для исследования способов рассуждений (выводов); математическая теория дедуктивных способов рассуждений.

Математической логикой называют также логику, которой пользуются в математике. Математическая логика имеет своей целью выявление и систематизацию логических процессов, употребляемых в математических рассуждениях, а также разъяснение математических понятий.

Учение о высказываниях называется алгеброй высказываний и является первой из формальных логических теорий.

Под высказыванием понимают всякое утверждение, о котором имеет смысл говорить, что оно истинно или ложно.

Например,   1)  Москва столица России – истинно;
                2)  5 >10 – ложно.

Высказывания могут быть образованы с помощью слов, или каких–либо знаков (символов). Не всякое предложение является высказыванием. Про них нельзя говорить истинны или ложны эти высказывания. Не являются высказыванием и предложения, содержащие определения, призывы, вопросы.

Например, геометрической фигурой называется любое множество точек; был звонок? Высказывания будем обозначать буквами А, В, … или X, Y, Z, … или p, q, ..

Их значения, т.е, истину или ложь, будем обозначать И и Л, или 1 и 0. Будем рассматривать только такие высказывания, величины, принимающие значения 

И и Л. Из данных высказываний при помощи логических связок можно образовать новые высказывания, более сложные. Такими связками являются

“не”, “и”, “или”, “если … , то”.

Определение 1.  Отрицание.
Каждому высказыванию Х можно сопоставить утверждение, заключающееся в том , что Х ложно. Обозначается 
[image: image96.wmf]Х

.

Если Х – истинно, то 
[image: image97.wmf]Х

- ложно или если Х – ложно, то 
[image: image98.wmf]Х

 - истинно.

Например,   2 > 3 – ложно, то 
[image: image99.wmf]3
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 - истинно;
                     2+3=5 – истинно, то 
[image: image100.wmf]5
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 - ложно.

Пусть 0 – означает ложно, а 1 – истинно.

Тогда можно составить таблицу истинности:
	Х
	
[image: image101.wmf]Х



	1
	0

	0
	1


Определение 2. Высказывания, составленные из данных высказываний Х и У при помощи слова “И” называют произведением (конъюнкцией) высказываний и обозначают  
[image: image102.wmf]Х
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[image: image103.wmf]У

.  Конъюнкция Х^У истинна в том и только в том случае, когда высказывания Х и У истинны.

Например,   х: 2<3  и  у: 3<4, то  Х^У:  2< 3< 4.

Высказывание  Х^У  в данном случае истинно, т.к. истинны оба высказывания Х и У.

Двойное неравенство   3< 4< 2  – ложно, т.к.  3< 4 – истинно,  то  4< 2 – ложно.

Таблица истинности конъюнкции:
	Х
	У
	Х^У

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Определение 3.  Высказывания, составленные из данных высказываний Х и У при помощи слова “или”, называют суммой (дизъюнкцией) высказываний и обозначают   Х+У   или   Х(У.

Сумма высказываний истинна тогда и только тогда, когда истинно хотя бы одно из данных высказываний.

Например,  Х: завтра первая пара сопромат и У: завтра первая пара математика. Тогда Х(У: завтра первая пара сопромат или математика истинно, если действительно завтра будет первой парой сопромат или математика.

Таблица истинности:
	Х
	У
	Х(У

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1


Определение 4.  Высказывания составленные из данных высказываний Х и У при помощи слова “если …, то”, называют импликацией и обозначают Х(У. Высказывание Х – условие (посылка), У – заключение (следствие). Импликация Х(У считается ложным высказыванием только в том случае, когда условие (высказывание Х) истинно, а заключение (высказывание У) ложно.

Например,  если число 24 делится на 2 и 3, то оно делится на 7 ложно. Если Х – условие не верно, то Х(У истинно, т.к. из не верного условия вытекает все, что угодно.

Пример:   Если  2 >  3,  то 5 > 6 – истинно.

Таблица истинности:
	Х
	У
	Х(У

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	1


Если посылка Х и импликация Х(У истинны, то истинно и заключение У. В этом случае пишут  Х
[image: image104.wmf]Þ

У  и  говорят, что из Х следует У.
Свойства логических операций

1) Х(У = У(Х  (переместительное свойство дизъюнкции);
2) Х^У = У^Х  (переместительное свойство конъюнкции);
3) Х( (У( Z) = (Х ( У) ( Z – сочетательное свойство;
4) Х ^ (Y ^ Z) = (X ^ Y) ^ Z - сочетательное свойство;
5) Х ^ (Y ( Z) = ( X ^ Y)( ( X ^ Z) – распределительное свойство;
6) Х ( (Y ^ Z) = ( X ( Y) ^ ( X ( Z) – распределительное свойство;
7) 
[image: image105.wmf]Y
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8) 
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9) 
[image: image107.wmf]X
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10)
[image: image108.wmf]Y
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;
11) X ^ (X ( Z) = X, 

       X ( (X ^ Y) = X     – закон поглощения;
12)  
[image: image109.wmf]0
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 - закон противоречия;
13) X ( 
[image: image110.wmf]1

=
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  - закон исключенного третьего;
       X ( X = X,   X ^ X = X.

Все свойства доказываются через таблицу истинности. Все законы используются для доказательства других формул и тождественных преобразований.

Пример:  Доказать, что Х(У = 
[image: image111.wmf]Х
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Решение:  
[image: image112.wmf]Х
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Определение 5.  Х~У есть высказывание, истинное тогда и только тогда, когда Х и У оба истинны или оба ложны. Это высказывание называется эквивалентностью (Х эквивалентно У).

Таблица истинности:
	Х
	У
	Х~У

	1
	1
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	0
	0
	1


1) Х~ У= (Х^Y) ( 
[image: image113.wmf])
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;
2) Х~ У= (Х(У) ^ (У(Х).
Определение 6. Две формулы равносильны, если при любых значениях переменных, входящих в эти формулы, они принимают одинаковые значения.
Некоторые свойства равносильности:

[image: image114.wmf]Х

  равносильно  Х;
Х ^ X  равносильно  X;                                       

X ( X  равносильно  X;                                       
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  равносильно  Y;
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  равносильно   
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[image: image118.wmf]Х
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  истинно,  
[image: image119.wmf]Х
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 ложно.

Применение алгебры высказываний:
Пример (Логическая задача):
На вопрос, кто из трех студентов изучал логику, был получен правильный ответ: если изучал первый, то изучал и второй, но не верно, что если изучал третий, то изучал и второй. Кто из студентов изучал логику?

Решение: Обозначим через Х1, Х2, Х3 – высказывания, состоящие в том, что I, II, III студенты изучали логику. Из задачи следует истинность высказывания:
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т.к. 
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 - ложно.  Значит, 
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Из истинности S вытекает истинность   
[image: image125.wmf]2
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 отсюда вытекает, что логику изучал третий студент, а первый и второй не изучали.

Алгебра высказываний применяется при анализе рэлейноламповых схем. Под переключательной схемой мы будем понимать схематическое изображения, какого либо устройства, содержащего только двухзначные переключатели, т.е. переключатели, которые могут находиться в двух состояниях: в замкнутом (ток проходит) и разомкнутом (ток не проходит). Связь между переключательными схемами и алгеброй высказываний устанавливается следующим образом. Каждому переключателю ставится в соответствии высказывания, истинное тогда, когда переключатель замкнут, и ложное, если переключатель разомкнут. На схемах переключатели будем обозначать теми же буквами, что и соответствующие им высказывания.

             [image: image126.png]
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N




Переключателям, соединенным параллельно, будет соответствовать сумма соответствующих высказываний. Переключателям, соединенным последовательно, будет соответствовать произведение высказываний. Каждой переключательной схеме будет соответствовать высказывание, истинное тогда и только тогда, когда схема проводит ток. Любую схему методами математической логики можно преобразовать до простейшей, где меньше переключателей.

Пример 1: 

[image: image128.png]



( Х ^ У) ( (Х ^ Z) = X ^ (Y ( Z);
[image: image129.png]w—"





X ^ (Y( Z).
Эти две схемы эквивалентны, но вторая схема содержит меньше переключателей, поэтому она предпочтительнее.

Пример 2:   Упростить схему
[image: image130.png]w——]





( Х ^ Y) ( ((X ( Z) ^ 
[image: image131.wmf]Y

) = (X ^ Y) ( (X ^ 
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Тогда схема имеет вид

[image: image137.png]L |




Вторая схема оптимальна, т.к. меньше переключателей.
Предикаты
Наряду с высказываниями приходится иметь дело с различными утверждениями (предложениями, предикатами), зависящими от одной или нескольких переменных. 
Например,   Х+1>0  зависит от Х. При  Х = 0  оно истинно, а  при  Х = -2 ложно.

Предложения (предикаты), зависящие от переменных, будем обозначать Х(n), У(х), Z(х, у) и т.д. Предложения  Р(х), 
[image: image138.wmf]U

х
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, не является высказыванием, если оно рассматривается на всем множестве U. Но если Р(х) рассматривать при некотором конкретном значении х = а, то утверждение Р(а) будет либо истинным, либо ложным, т.е. будет высказыванием. Множества U, на котором задано предложение Р(х), можно разбить на два множества. Одно подмножество содержит те элементы U, для которых Р(х) истинно. Оно называется множеством истинности предложения Р(х). Другое подмножество состоит из тех элементов U, для которых Р(х) ложно. Если первое из них обозначим через 
[image: image139.wmf]Р

, то второе множество будет 
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 и тогда получим 
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. Для предложений, зависящих от переменной, так же, как и для высказываний, можно ввести логические операции.

Например,  Отрицанием предложения 
[image: image142.wmf]U
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 называется предложение, определенное на том же множестве U и обращающееся в истинное высказывание для тех и только тех значений Х, для которых Р(х) ложно, обозначаются 
[image: image143.wmf])
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. Аналогично определяются и другие логические операции.
Знаки общности и существования

С предложениями, зависящими от переменных, связаны два вида часто встречающихся утверждения:

1)   Предложение Р(х), х(U обращается в истинное высказывание хотя бы для одного элемента множества U. Тогда пишут кратко: (
[image: image144.wmf]$

х) Р(х) – существует точное значение х(U, что Р(х) истинно.


[image: image145.wmf]$

 - знак существования (перевернутая буква английского слова Exists – существует)

2)  Предложение Р(х), х(U обращается в истинное для всех элементов множества U.

Тогда пишут кратно:  
[image: image146.wmf](
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(Р(х) истинно для всех х(U).

[image: image147.wmf]"

 - знак общности (перевернутая первая буква английского слова All – все).
Примеры:
1)   Даны два высказывания:

       Х: «Петров учиться в торговом институте»,
       Y: 7 ≤ 5.

Определить,   какие   из   следующих   высказываний:    а) 
[image: image148.wmf]х
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,    б) 
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,  в) [image: image154.wmf]y

 → 
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,  г) 
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 → 
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  истинны, если известно, что 
[image: image158.wmf]x

 – истинное высказывание.

Решение:

а) 
[image: image159.wmf]х
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 – истинно, т.к. 
[image: image162.wmf]y

 - истинно;
б) 
[image: image163.wmf]х
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 – ложно, т.к. 
[image: image166.wmf]х

 - ложно;
в) [image: image167.wmf]y

 → 
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 – истинно, т.к. [image: image169.wmf]y

 - ложно;
г) 
[image: image170.wmf]y

 → 
[image: image171.wmf]х

 – ложно, т.к 
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 - истинна, 
[image: image173.wmf]х

 - ложно.

2)  Истинно или ложно высказывание (
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)), если Y и Х –  ложные, а Z – истинное высказывание.

Решение:
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 – истинно, т.к.  Х – ложно  
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 –  истинно, т.к.  
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 – ложно.

Значит, 
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)) – истинна.

3)  Какие из следующих высказываний равносильны
     а) 
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Решение:  
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Ответ:  а)  и  б)  равносильны;
4)    Упростить схему:
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Решение:
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5) Студентам объявили: «в понедельник буде одна пара бухучёт и одна математика, причём, если на первой паре математики не будет, то бухучёт будет на второй паре, если третья пара не математика, то четвёртая пара бухучёт, а если математика будет на первой паре, то бухучёт на пятой паре». Определить, на какой паре будет  бухучёт и на какой математика?

Решение:

Пусть х1 – математика будет на I паре;
          х3 – математика будет на III паре;
          y2 – бухучёт будет на II паре;
          y4 – бухучёт будет на IV паре;
          y5 – бухучёт будет на V паре.
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Ответ:  бухучёт на II паре,  математика на III паре.
6) На множестве всех действительных чисел даны два предложения                                                                                                          (предиката):
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     Найти множество истинности для предложений:

     а) У(х),  б) Z(x),  в) У(х) 
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Решение:
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 уравнение имеет решение. Значит, множеством истинности У(х) является множество  У = (-∞; -2] 
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7)  Дана система уравнений:  
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     Определить, при каких значениях  
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 истинно каждое из следующих   утверждений:

1) при любом  
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 система имеет хотя бы одно решение,

2) существует 
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  Не имеет решения при 
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Итак, если 
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Ответ: 1) 
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8)   Упростить  логическое  выражение   
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Решение:
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9)    Построить таблицу истинности:  
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10) Упростить, используя свойства:   
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Решение:
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12)   За отсутствие документов наряд милиции задержал трёх студентов разных вузов: Романа, Сергея и Павла. На допросе каждый из них показал следующее:

        - Роман – я учусь в ЮрГУ, а Сергей – в ЧелГУ;

        - Сергей – я учусь в ЮрГУ, а Роман – в Торговом институте;

        - Павел – я учусь в ЮрГУ, а Роман – в ЧелГУ.

В ответах каждого из них одно утверждение истинно, а другое нет. Поэтому в милиции легко определили, кто где учится. Как это было установлено?

Решение: Обозначим через  Ху студента, имя которого начинается с буквы Х, а у – первая буква названия института, в котором он учиться.

Т.к. в показаниях студентов одно утверждение верно, а другое – нет, то составим истинные дизъюнкции:
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Тогда конъюнкция этих дизъюнкций будет истинной:
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Преобразуем первые двое скобок
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Ответ:  Сергей учится в ЧелГУ,  Роман – в торговом институте,                    Павел – в ЮрГУ.
13)  По подозрению в совершенном преступлении задержали Брауна, Джона и   Смита. Один из них был уважаемым в городе стариком, другой был малоизвестным чиновником, третий – известным мошенником. В процессе следствия старик говорил правду, мошенник лгал, а третий в одном случае говорил правду, а в другом – ложь. Их утверждения следующие:

Браун:  Я совершил это, Джон не виноват;
Джон:   Браун не виноват. Преступление совершил Смит;
Смит:   Я не виноват, виноват Браун.

Требуется определить имена старика, мошенника и чиновника, и кто из них виноват, если известно, что преступник один.

Решение:  Введём обозначения: 
Б – виноват Браун,  Д – виноват Джон,  С – виноват Смит.
Тогда утверждения, высказанные задержанными, можно записать в виде конъюнкций:
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, из которых по условию задачи две ложны, а одна истинна. 

Тогда  
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  будет истинна.

Эта формула не тождественно истинна. Действительно, если истинно высказывание Д и ложны Б и С, то L = 0. Но эта формула не тождественно ложна. Например, при истинном высказывании Б и ложных высказываниях Д и С имеем  L = 1.

Составим таблицу истинности формулы L и проанализируем все случаи, когда L истинна:
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Отсюда верно, что формула L истинна в пяти случаях.

Случай 4 исключаем, т.к. оказываются истинны две конъюнкции, а это противоречит условию задачи.

В случаях 2,3,5 оказываются истинными по два высказывания Б и Д, Б и С, Д и С соответственно, что противоречит условию задачи.

Следовательно, справедлив случай 7, т.е. преступник – Смит. Он известный мошенник, и оба его высказывания ложны 
[image: image386.wmf]0
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. При этом Б = 0, Д = 0, т.е. высказывания Б и Д ложны. Значит, истинна пара высказываний Джона, а у Брауна первое высказывание ложное, а второе – истинное. Отсюда вытекает, что Джон – уважаемый в городе старик, а Браун – малоизвестный чиновник.

14)  Доказать равносильность   х ~ у = 
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Решение:  
х ~ у = 
[image: image388.wmf]=

Ù

Ú

Ù

Ú

Ù

Ú

Ù

=

Ú

Ù

Ú

=

®

Ù

®

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

х

у

у

у

х

х

у

х

х

у

у

х

х

у

у

х


         
[image: image389.wmf])

(

)

(

х

у

у

х

Ù

Ú

Ù

=

.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ
	№ варианта
	Р1
	Р2
	Р3

	1
	6
	4
	5

	2
	7
	5
	5

	3
	6
	7
	5

	4
	7
	5
	7

	5
	6
	6
	5

	6
	7
	5
	4

	7
	6
	4
	6

	8
	7
	5
	6

	9
	6
	4
	5

	10
	7
	6
	5


Контрольная работа
1. Определить результаты действий  А(В,  А(В,  А\В,  В\A,  А+В:
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2. Найти   (А(В)(С  и  (А(В)\С,  если 
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3. Найти декартовые произведения
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4. Определить истинность или ложность высказываний:
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    решить задачи А, Б.

    А. Определить истинность или ложность предложений

          x(y,  y(z,  y(x,  x(z,  x(
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    Б. Определить логическое значение формул:
         1) ((х(у)(z)(((х(z)((y(z));
         2) (х(у)((х(z) ((x(y(z).
5. Для произвольных высказываний (
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6. Для заданных множеств А, В и С найти следующие множества:

1. 
[image: image404]
А В , А В, А В С, А \ В, ( В \ А ) С.
(Здесь использованы следующие обозначения:

N – множество натуральных чисел,

Z – множество целых чисел).

	№ варианта
	A
	B
	C

	1.
	{0, 1, 2, 3, 4, 5}
	{x: xN, x <12 }
	{четные числа}

	2.
	{–2, 0, 4, 6, 33, 99}
	{x: xZ, |x| < 3 }
	{числа кратные трем}

	3.
	{-3.4, –3.6, 3.7, 4.5}
	{x: xN, x ≤ 13 }
	{отрицательные числа}

	4.
	{–5, –4, –3, –2, –1,0}
	{x: xZ, |x| < 2 }
	{нечетные числа}

	5.
	{a, b, c, d, f, g}
	{c, d, f, g, h, e, j}
	{первые 12 букв ла- тинского алфавита}

	6.
	{1, 3, 5, R, s, Q}
	{c, R, y, S, e, Q}
	{прописные буквы ла- тинского алфавита}

	7.
	{6, 7, 9, w, r, t, z}
	{t, D, G, R, q, s, f}
	{g, o, p, z, r, W, K}

	8.
	{Q, T, R, p, v, s}
	{Q, g, u, s, v, e}
	{q, e,T, a, R, k, l}

	9.
	{–7, –2, –1, 0, 7, 9}
	{x: xN, 14< x <20}
	{неположительные действительные числа}

	10.
	{11, 12, 13, –10, –1}
	{x: xN, x < 13 }
	{четные положи- тельные числа}


7. По заданной диаграмме Эйлера–Венна описать множество, заданное штриховкой.
1.
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8. Решите следующие задачи, используя диаграммы Эйлера–Венна.

	№ варианта
	Задание

	1.
	Из 20 студентов группы 14 посещают дополнительные курсы английского языка, 11 – одновременно дополнительные курсы английского языка и информатики, 4 не посещают дополни- тельных курсов. Сколько студентов посещают дополнительные курсы информатики?

	2.
	12 учеников класса имеют отличные оценки, 13 - хорошие, 16 – удовлетворительные, 4 – только отличные и хорошие, 3 – толь- ко отличные и удовлетворительные, 2 - только хорошие и удовлетворительные, 5 – и отличные, и хорошие, и удовлетво- рительные, только на отлично не учится никто, только на хо- рошо – 2 ученика, только на удовлетворительно – 6 учеников, 1 ученик оценок не имеет. Сколько учеников в классе?

	3.
	Из группы 60 туристов английским языком владеют 19 чело- век, немецким – 20 человек, испанским – 4 человека, англий- ским и немецким – 2 человека, английским и испанским – 1 че- ловек, немецким и испанским – 3 человека, все три языка не знает никто. Сколько человек не знают ни одного из перечис- ленных языков?

	4.
	Из 220 школьников 163 играют в баскетбол, 175 – в футбол, 24 не играют в эти игры. Сколько человек одновременно играют в баскетбол и футбол?

	5.
	Из 64 студентов на вопрос, занимаются ли они в свободное время спортом, утвердительно ответили 40 человек; на вопрос, любят ли они слушать музыку, 30 человек ответили утверди- тельно, причем 22 студента занимаются спортом и любят слу- шать музыку. Сколько человек не увлекается ни спортом, ни музыкой?

	6.
	В камеру помещен 31 заключенный, известно, что 20 заклю- ченных отбывают наказание по 105 ст. УК РФ, по ст. 111 – 14 заключенных, по ст. 116 – 11 человек. Одновременно по двум статьям 105 и 111 осуждено 6 человек, по 105 и 116 – 5 чело- век, по 111 и 116 – 3 человека. Сколько человек в камере осуж- дено по 3 статьям одновременно?

	7.
	Известно, что во взводе 13 курсантов ежемесячно ходят в на- ряды по столовой, 4 – в наряд по загородной учебной базе, 12 – по курсу, причем 3 курсанта ходят и по столовой, и по курсу, 2

– по курсу и на загородную учебную базу. Во все три наряда не сходил ни один из курсантов. Во взводе 26 курсантов. Сколько курсантов не ходит ни в один из нарядов?

	8.
	При заступлении в наряд 32 курсантов 28 получили палки ре- зиновые, из них 20 человек также получили бронежилет и 6 – фонарик. 3 курсанта получили только бронежилет, а фонарик (кроме 6 курсантов) больше никто не получил. Сколько кур- сантов не получило спецсредств?

	9.
	В группе 26 курсантов из трех городов: Липецк, Курск, Белго- род. Периодически они ездят домой и друг к другу в гости. В результате в Липецк съездили 12 человек, в Курск 14 человек, в Белгород 11 человек. Побывали только в Липецке 5 человек, в Курске - 4 человека, в Белгороде - 6 человек. В Курске и Ли- пецке побывали 6 человек, а в Курске и Белгороде – 4 человека. Во всех трех городах не побывал никто. Сколько курсантов по- бывало в Липецке и Белгороде?

	10.
	В группе у 11 студентов имеются водительские права на кате- горию «А», у 11 студентов – на категорию «В», у 11 – на кате- горию «С», у 2 студентов имеются права на все три категории. Категории «А» и «В» имеют 3 студента, «А» и «С» – 5 студен- тов, «В» и «С» – 4 студента. Сколько студентов в группе?


9. Построить таблицу истинности для следующих выражений и пред- ставить их в СДНФ и СКНФ.

	№ варианта
	Задание

	1.
	P Q P R Q

	2.
	(R P) R Q

	3.
	P R | R Q

	4.
	R P Q R Q

	5.
	P R Q R Q

	6.
	R P R Q P

	7.
	R P Q R

	8.
	P | Q R R Q

	9.
	P QR Q | P

	10.
	P | Q R P


ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ЭКЗАМЕНУ 

(Дискретная математика)

1.  Множество. Конечные и бесконечные множества. 
2.  Сумма (объединение) и произведение  (пересечение) множеств. Свойства.

3.   Разность двух множеств. Сумма разностей множеств.
4.   Бинарное (декартовое) произведение двух множеств.

5.   Табличное и стрелочное представления бинарного отношения.

6.   Взаимно - однозначное соответствие между множествами. 
7.   Понятие   мощности множества.

8. Счётные и несчётные множества. Мощность счётного и несчётного множества.

9.   Нижняя и верхняя грани множества.

10. Диаграмма Эйлера – Венна.

11. Алгебра высказываний.

12. Операция отрицания. 
13. Сумма (дизъюнкция)  высказываний.  Таблица истинности. Свойства.

14. Произведение (конъюнкция) высказываний. Таблица истинности. Свойства.

15. Импликация высказываний. Таблица истинности. Свойства.

16. Эквивалентность высказываний. Таблица истинности. Свойства.

Литература

Теория множеств:
1. Александров П.С. Введение в общую теорию множеств, огл 3, гостех издат, 1948.

2. Фор Р., Кофман А., Дени-Папен М., Современная математика, Мир, М, 1966.

3. Портер У. Современные основания общей теории систем.

4. Мышкис А.Д. Лекции по высшей математике.

5. Нефедов В.Н., Осипова В.А., Курс дискретной математики, 1992.

Элементы математической логики:
2. Эдельман С. Л. Математическая логика. М.: Высшая школа, 1975.

3. Колмогоров А. Н., Драгалин А. Г. Введение в математическую логику. М.: Изд- во МГУ, 1982.

4. Нефедов В.Н., Осипова В. А. Курс дискретной математики. М.: Изд-во МАИ, 1992.

5. Новиков П. С. Элементы математической логики. М.: Наука, 1973.
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