Лабораторная работа
Основные обозначения:
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 – действительное (или наблюдённое) значение случайной величины 
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 в момент времени 
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,
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 – расчётное значение (оценка) случайной величины 
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 в момент времени 
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,
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 – случайный компонент (или шум) в момент времени 
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.

1. Прогнозирование с использованием скользящего среднего
При использовании этой методики основное предположение состоит в том, что временной ряд является устойчивым в том смысле, что его члены есть реализациями следующего случайного процесса:
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где 
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 - неизвестный постоянный параметр, который оценивается на основе представленной информации. Предполагается, что случайная ошибка 
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 имеет ненулевое математическое ожидание и постоянную дисперсию.
Метод с использованием скользящего среднего предполагает, что последние 
[image: image12.wmf]n

 наблюдений являются равнозначно важным для оценки параметра 
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. Другими словами, если в текущий момент времени 
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 последними 
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 наблюдениями есть 
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, тогда оцениваемое значение 
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 вычисляется по формуле:
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Не существует чёткого правила для выбора числа 
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 - базы метода, использующего скользящее среднее. Если есть весомые основания полагать, что наблюдения в течение достаточно длительного времени удовлетворяют модели 
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, то рекомендуется выбирать большие значения 
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. Если же наблюдаемые значения удовлетворяют приведённой модели в течение коротких периодов времени, может быть приемлем и малое значение 
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. На практике величина 
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 обычно принимается в пределах от 2 до 10.

Пример 1.1
В таблице 1.1 представлены объёмы спроса на некое изделие за прошедшие 24 месяца. Необходимо с помощью методики скользящего среднего дать прогноз объёма спроса на следующий месяц (здесь t=25).

Таблица 1.1
	Месяц t
	Спрос 
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	Месяц t
	Спрос 
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	1
	46
	13
	54

	2
	56
	14
	42

	3
	54
	15
	64

	4
	43
	16
	60

	5
	57
	17
	70

	6
	56
	18
	66

	7
	67
	19
	57

	8
	62
	20
	55

	9
	50
	21
	52

	10
	56
	22
	62

	11
	47
	23
	70

	12
	56
	24
	72


Чтобы проверить применимость метода скользящего среднего, проанализируем приведённые данные. На рисунке 1.1 нанесены значения временного ряда 
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. График показывает, что наблюдается тенденция к возрастанию значений 
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 с течением времени. Это означает, что скользящее среднее не будет хорошим предсказателем для будущего спроса. В частности использование большой базы 
[image: image28.wmf]n

 для скользящего среднего неприемлемо в этом случае, так как это приведёт к подавлению наблюдаемой тенденции в изменении данных. Следовательно, если мы используем небольшое значение для базы 
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, то будем находиться в лучшем положении с точки зрения отображения упомянутой тенденции в изменении данных.
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Рис. 1.1
Если мы используем значение 
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 в качестве базы скользящего среднего, то оценка спроса н следующий месяц (
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) будет равна средней величине спроса за 22, 23 и 24 месяцы:
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Оценка величины спроса в 68 единиц для 25 месяца будет использоваться также при прогнозе спроса для 
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Когда значение реального спроса в 25 месяцев будет известно, его следует использовать для вычисления новой оценки объёма спроса для 26 месяца в виде средней величины спроса 23,24 и 25 месяцев.
Упражнения 1.1

1. Число кондиционеров, проданных за последние 24 месяца, приведено в таблице 1.2. Проанализируйте эти данные с точки зрения применимости метода скользящего среднего.

Таблица 1.2

	Месяц
	Продажа
	Месяц
	Продажа

	1
	25
	13
	40

	2
	15
	14
	35

	3
	30
	15
	50

	4
	38
	16
	60

	5
	58
	17
	66

	6
	62
	18
	90

	7
	85
	19
	105

	8
	88
	20
	85

	9
	60
	21
	60

	10
	40
	22
	55

	11
	40
	23
	50

	12
	38
	24
	45


2. В таблице 1.4 представлены данные об объёмах продажи универмага (в миллионах долларов). Проанализируйте эти данные с точки зрения применимости метода скользящего среднего.
Таблица 1.4

	Год
	1980
	1981
	1982
	1983
	1984
	1985
	1986
	1987
	1988
	1989

	Продажа
	21,0
	23,2
	23,2
	24,0
	24,9
	25,6
	26,6
	27,4
	28,5
	29,6


3. Университет предлагает курсы лекций (вне своей территории) в пяти населённых пунктах штата. В таблице 1.5 приведены данные о числе слушателей курсов на протяжении шести лет. Данные относительно каждого года разбиты по семестрам: осень (1), весна (2) и лето (3). Необходимо использовать эти данные для оценки числа слушателей в следующем году. Проанализируйте приведённые данные с точки зрения применимости метода скользящего среднего.

Таблица 1.5

	
	Населённый пункт, где проводятся курсы лекций

	Семестр
	1
	2
	3
	4
	5

	1989
	
	
	
	
	
	

	
	1
	288
	136
	48
	165
	59

	
	2
	247
	150
	49
	168
	46

	
	3
	117
	69
	14
	61
	15

	1990
	
	
	
	
	
	

	
	1
	227
	108
	41
	108
	28

	
	2
	239
	106
	46
	128
	43

	
	3
	101
	50
	15
	54
	16

	1991
	
	
	
	
	
	

	
	1
	240
	126
	31
	104
	46

	
	2
	261
	134
	19
	83
	38

	
	3
	138
	48
	9
	56
	32

	1992
	
	
	
	
	
	

	
	1
	269
	149
	17
	90
	51

	
	2
	301
	113
	25
	54
	28

	
	3
	119
	50
	14
	17
	6

	1993
	
	
	
	
	
	

	
	1
	226
	102
	22
	16
	30

	
	2
	241
	110
	16
	0
	24

	
	3
	125
	46
	7
	0
	12

	1994
	
	
	
	
	
	

	
	1
	231
	88
	2
	0
	1

	
	2
	259
	66
	3
	0
	27

	
	3
	102
	23
	0
	0
	0


2. Экспоненциальное сглаживание

Прогнозирование путём экспоненциального сглаживания (метод экспоненциального сглаживания) предполагает, что вероятностный процесс определяется моделью 
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; это предположение использовалось и при рассмотрении метода скользящего среднего. Метод экспоненциального сглаживания разработан для того, чтобы устранить недостаток метода скользящего среднего, который состоит в том, что все данные, используемые при вычислении среднего, имеют одинаковый вес. В частности, метод экспоненциального сглаживания приписывает большой весовой коэффициент самому последнему наблюдению.

Определим величину 
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 как константу сглаживания, и пусть известны значения временного ряда для прошедших 
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 моментов времени 
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 для момента времени 
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Коэффициенты при 
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постепенно уменьшаются, тем самым эта процедура приписывает больший вес последним (по времени) данным.

Формулу для вычисления 
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 можно привести к следующему виду:
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Таким образом, значение 
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 можно вычислить рекуррентно на основании значения 
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. Вычисления в соответствии с этим рекуррентным уравнением начинается с того, что пропускается оценка 
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[image: image49.wmf]1

=

t

 и в качестве оценки для 
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 принимается наблюдённая величина для 
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. В действительности же для начала можно использовать любую разумную процедуру. Например, в качестве оценки 
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 берётся усреднённое значение 
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 по «приемлемому» числу периодов в начале временного ряда.

Выбор константы сглаживания является решающим моментом при вычислении значения прогнозируемой величины. Большее значение 
[image: image55.wmf]a

 приписывает больший вес последним наблюдениям. На практике значение 
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 берут в пределах от 0,01 до 0,30.


Пример 2.1

Применим метод экспоненциального сглаживания к данным на примере 1.1 при 
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В таблице 2.1 содержатся результаты вычислений. При вычислениях пропускается 
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 и принимается, что 
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Таблица 2.1
	i
	yi
	yi*
	i
	yi
	yi*

	1
	46
	-
	13
	54
	52.07

	2
	56
	46
	14
	42
	52.26

	3
	54
	0.1
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46=47
	15
	64
	51.23

	4
	43
	0.1
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	16
	60
	52.50

	5
	57
	0.1
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47.7=47.23
	17
	70
	53.26

	6
	56
	0.1
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47.23=48.21
	18
	66
	54.93

	7
	67
	0.1
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48.21=48.98
	19
	57
	56.04

	8
	62
	50.79
	20
	55
	56.14

	9
	50
	51.91
	21
	52
	56.02

	10
	56
	51.72
	22
	62
	55.62

	11
	47
	52.15
	23
	70
	56.26

	12
	56
	51.63
	24
	72
	57.63


Из приведённых данных следует, что оценка для 
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Эта оценка значительно отличается от полученной с помощью метода скользящего среднего (68 единиц). Большее значение для 
[image: image72.wmf]a

 даст оценку, более близкую к оценке метода скользящего среднего.

Упражнения 2.1
Примените метод экспоненциального сглаживания для данных из упражнения 1.1 (задачи 1, 2, 3) при 
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3. Регрессионный анализ

Регрессионный анализ определяет связь между зависимой переменной (например, спросом на продукцию) и независимой переменной (например, временем). Часто применяемая формула регрессии, описывающая зависимость между переменной  
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  и независимой переменной 
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, имеет вид
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где 
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 - независимые параметры. Случайная ошибка 
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 имеет нулевое математическое ожидание и постоянную дисперсию.

Самая простая регрессионная модель предполагает, что зависимая переменная линейна относительно независимой переменной, т.е.
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Константы 
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 и 
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 определяются из временного ряда с использованием метода наименьших квадратов, в соответствии с которым находятся значения этих констант, доставляющих минимум сумме квадратов разностей между наблюдёнными  вычисленными величинами. Пусть 
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 представляет 
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-ю точку исходных данных временного ряда, 
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. Определим сумму квадратов отклонений между наблюдёнными и вычисленными величинами.
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Значения коэффициентов 
[image: image86.wmf]a

 и 
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 определяются из соответствующих условий минимума функции 
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, которые представимы в виде следующих уравнений.
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После алгебраических преобразований получаем следующее решение данных уравнений.

[image: image91.wmf]å

å

=

=

-

-

=

n

i

i

n

i

i

i

x

n

x

x

y

n

x

y

b

1

2

2

1

)

(

,


[image: image92.wmf]x

b

y

a

-

=

,

где 
[image: image93.wmf]n

x

x

n

i

i

å

=

=

1

, 
[image: image94.wmf]n

y

y

n

i

i

å

=

=

1

.

Приведённые соотношения показывают, что сначала необходимо вычислить 
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, а затем величину коэффициента 
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.

Вычисленные значения 
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 и 
[image: image98.wmf]b

 имеют силу при любом вероятностном распределении случайных величин 
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. Однако, если 
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 является нормально распределённой случайной величиной с постоянным стандартным отклонением, можно установить доверительный интервал для среднего значения оценки при 
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Выражение 
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)

*

-

i

i

y

y

 представляет собой отклонение i-го наблюдённого значения зависимой переменной от его соответствующей оценки.

Мы заинтересованы в установлении для прогнозируемых значений зависимой переменной 
[image: image105.wmf]y

 соответствующих им интервалов предсказания (скорее чем доверительного интервала для среднего значения оценки). Интервал предсказания для значения прогнозируемой величины является более широким, чем доверительный интервал для среднего значения оценки. Формула для интервала предсказания такая же, как и для доверительного интервала, но с той лишь разницей, что член 
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 под вторым квадратным корнем заменён на 
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Чтобы проверить, насколько линейная модель 
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 соответствует исходным данным, необходимо вычислить коэффициент корреляции 
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 согласно формуле:
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где 
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Если 
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, тогда линейная модель идеально подходит для описания зависимости между 
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 и 
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. В общем случае, чем ближе 
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 к 1, тем лучше подходит линейная модель.

Если же 
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, величины 
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 и 
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 могут быть независимы. В действительности равенство 
[image: image119.wmf]0
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 является лишь необходимым, но не достаточным условием независимости, так как возможен случай, когда для двух зависимых величин коэффициент корреляции будет равен нулю.

Пример 3.1

Применим модель линейной регрессии к данным из примера 1.1, которые для удобства приведены в таблице 3.1.

Таблица 3.1

	Месяц 
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	Спрос 
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	Месяц 
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	1
	46
	13
	54

	2
	56
	14
	42

	3
	54
	15
	64

	4
	43
	16
	60

	5
	57
	17
	70

	6
	56
	18
	66

	7
	67
	19
	57

	8
	62
	20
	55

	9
	50
	21
	52

	10
	56
	22
	62

	11
	47
	23
	70

	12
	56
	24
	72


Из данных этой таблицы получаем следующее.
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Следовательно,
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Таким образом, оценка спроса представляется формулой
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Например, при 
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 получаем 
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 единицы.

Вычисляем коэффициент корреляции:
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Относительно малое значение коэффициента корреляции указывает на то, что линейная модель 
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 является не совсем подходящей для исходных данных, если 
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Предположим, необходимо вычислить 95%-ный доверительный интервал для полученной линейной оценки. Для этого надо сначала вычислить сумму квадратов отклонений от аппроксимирующей прямой. В таблице 3.2 приведены результаты этих вычислений.

Таблица 3.2
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	1
	46
	50.58
	20.98

	2
	56
	51.16
	23.43

	3
	54
	51.74
	5.11

	4
	43
	54.32
	86.86

	5
	57
	52.90
	16.81

	6
	56
	53.48
	6.35

	7
	67
	54.06
	152.77

	8
	62
	54.64
	54.17

	9
	50
	55.22
	27.25

	10
	56
	55.80
	0.04

	11
	47
	56.38
	87.98

	12
	56
	56.96
	0.92

	13
	54
	57.54
	12.53

	14
	42
	58.12
	259.85

	15
	64
	58.70
	28.09

	16
	60
	59.28
	0.52

	17
	70
	59.86
	102.82

	18
	66
	60.44
	30.91

	19
	57
	61.02
	16.16

	20
	55
	61.60
	43.56

	21
	52
	62.18
	103.63

	22
	62
	62.76
	0.58

	23
	70
	63.34
	44.53

	24
	72
	63.92
	65.29
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Из таблицы 3.3 (приложение) имеем 
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Следовательно, искомый доверительный интервал имеет вид
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Это выражение можно упростить, в результате получим следующее.
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Чтобы продемонстрировать применение этой формулы, вычислим интервал предсказания для оценки спроса на следующий месяц (
[image: image147.wmf]25
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). В этом случае коэффициент 0.042 должен быть заменён на 1.042, и соответствующий интервал предсказания определяется как 
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46

. Следовательно, можно сказать, что с вероятностью 95% спрос для x=25 будет находиться между 46.68 и 80.32 единицами.


Упражнения 3.1

Примените метод линейной регрессии к данным из упражнения 1.1 (задача 2).

ПРИЛОЖЕНИЕ
Таблица 3.3 - Процентные точки распределения Стьюдента 
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	1
	3.078
	6.314
	12.706
	31.821
	63.657
	

	2
	1.886
	2.920
	4.303
	6.965
	9.925
	2

	3
	1.638
	2.353
	3.182
	4.541
	5.841
	3

	4
	1.533
	2.132
	2.776
	3.747
	4.604
	4

	5
	1.476
	2.015
	2.571
	3.365
	4.032
	5

	
	
	
	
	
	
	

	6
	1.440
	1.943
	2.447
	3.143
	3.707
	6

	7
	1.415
	1.895
	2.365
	2.998
	3.499
	7

	8
	1.397
	1.860
	2.306
	2.896
	3.355
	8

	9
	1.383
	1.833
	2.262
	2.821
	3.250
	9

	10
	1.372
	1.812
	2.228
	2.764
	3.169
	10

	
	
	
	
	
	
	

	11
	1.363
	1.769
	2.201
	2.718
	3.106
	11

	12
	1.356
	1.782
	2.179
	2.681
	3.055
	12

	13
	1.350
	1.771
	2.160
	2.650
	3.012
	13

	14
	1.345
	1.761
	2.145
	2.624
	2.977
	14

	15
	1.341
	1.753
	2.131
	2.602
	2.947
	15

	
	
	
	
	
	
	

	16
	1.337
	1.746
	2.120
	2.583
	2.921
	16

	17
	1.333
	1.740
	2.110
	2.567
	2.898
	17

	18
	1.330
	1.734
	2.101
	2.552
	2.878
	18

	19
	1.328
	1.729
	2.093
	2.539
	2.861
	19

	20
	1.325
	1.725
	2.086
	2.528
	2.845
	20

	
	
	
	
	
	
	

	21
	1.323
	1.721
	2.080
	2.518
	2.831
	21

	22
	1.321
	1.717
	2.074
	2.508
	2.819
	22

	23
	1.319
	1.714
	2.069
	2.500
	2.807
	23

	24
	1.318
	1.711
	2.064
	2.492
	2.797
	24

	25
	1.316
	1.708
	2.060
	2.485
	2.787
	25

	
	
	
	
	
	
	

	26
	1.315
	1.706
	2.056
	2.479
	2.779
	26

	27
	1.314
	1.703
	2.052
	2.473
	2.771
	27

	28
	1.313
	1.701
	2.048
	2.467
	2.763
	28

	29
	1.311
	1.699
	2.045
	2.462
	2.756
	29
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	1.282
	1.645
	1.960
	2.326
	2.576
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