ВВЕДЕНИЕ

Математические методы широко применяются в статистике, бухгалтерском деле, экономике. И если ранее математический аппарат преимущественно использовался как инструмент расчета, то сейчас экономика выдвигает другие задачи: рационального использования уже имеющегося сырья, оборудования, кадровых, энергетических и прочих ресурсов; выбора наиболее выгодного варианта, организации производственного процесса оптимальным образом.

Эти задачи привели к появлению новых математических методов и направлений прикладной математики: теории игр, теории массового обслуживания, теории линейного и нелинейного программирования и др. Создание и широкое распространение современных компьютеров дало мощный толчок к развитию этих прикладных дисциплин.

Математические теории и методы проникают и играют важную роль во многих науках, начиная с физики, и кончая психологией и лингвистикой. В конце XIX и начале XX вв. развитие математики складывалось главным образом под влиянием запросов физики и техники.

Математический аппарат преимущественно использовался как инструмент расчета (например, расчета энергии, техники). Однако большое количество техники, запасы энергии, сырья потребовали ответов на вопросы: как управлять созданной техникой, расходовать имеющееся сырье, ресурсы. Эти вопросы оказались актуальны и важны. Ясно, что рациональное использование имеющихся ресурсов может дать экономический эффект может быть гораздо выше, чем создание новых. Поэтому в последнее время экономика поставила задачи оптимального управления производством, планирования и организации его. Возникла потребность в новых математических методах и дисциплинах, которые позволили бы разрешать эти важные экономические проблемы. Такие задачи привели к появлению новых математических дисциплин: линейное и нелинейное программирование, теория игр, теория массового обслуживания и т. д. А создание современных ЭВМ дало мощный толчок к развитию этих направлений.

В самых разных областях нашей жизни и деятельности мы постоянно сталкиваемся по сути дела с одним и тем же классом задач. Нам известна полностью или частично ситуация, в которой мы находимся, и множество возможных альтернативных вариантов нашего дальнейшего поведения. Естественно возникает вопрос, какой из вариантов выбрать, а от каких отказаться? Грубо говоря, в решении этого вопроса и заключается проблема управления. Она с равным основанием может относится к поведению отдельного человека, или группы людей, к развитию тех или иных хозяйственных процессов или экономики в целом, к разработке каких-либо операций и т. п. Итак, необходимо остановиться на одном из допустимых вариантов, т. е. отыскать план. Здравый смысл подсказывает нам, что нужно выбрать «наилучший»вариант, который принесет наибольшую выгоду.

Сам по себе вопрос «какой вариант выбрать?» ни на йоту не приближает нас к решению задачи управления, он даже не формулирует ее, поскольку абсолютно неясно, что значит снова «наилучший вариант», «наилучшая выгода». 

Определение этого и составляет одну из важных проблем, без решения которой невозможны ни постановка, ни решение задачи управления. По существу речь идет о проблеме цели развития управляемой системы.

Цели, вообще говоря, могут быть разными. Применительно к хозяйственному объекту, в качестве цели могут выступать требования обеспечить максимум выпускаемой продукции при известном объеме имеющихся ресурсов, минимум затрат на производство фиксированной продукции, максимум получаемой прибыли, минимум транспортных расходов для оказания каких-либо услуг и т. д. Если цель сформулирована, то понятие «наилучший» становиться четко определенным.

«Наилучший» или, обычно говорят оптимальный вариант отвечает двум требованиям: во-первых, он является одним из допустимых (или возможных), и во-вторых, обеспечивает максимум или минимум (по смыслу) поставленной цели.

Таким образом, общий смысл широкого круга задач управления прост. Эти соображения и легли в основу ряда исследований в области так называемого линейного программирования. Постановка задачи управления средствами математического программирования заключается в следующем. Формально записываются совокупность условий деятельности управляемого объекта, которая называется системой ограничений. Например, для производственного предприятия задаются объемы ресурсов, которые можно использовать (не обязательно полностью), возможности производственных мощностей, и т. д. Вводятся переменные задачи, которые по своему физическому смыслу, неотрицательны. Совокупность условий деятельности объекта записывается в виде системы уравнений и неравенств. Она определяет множество допустимых вариантов. выбор оптимального варианта осуществляется с помощью, так называемой, целевой функции, которая определяет цель развития объекта управления.

Если сформулированы система ограничений и целевая функция, это значит, что задача управления поставлена. Те задачи, в которых целевая функция связана с переменными линейной зависимостью, и область ограничений задана линейными уравнениями и неравенствами, называются задачами линейного программирования (ЗЛП). Слово «программирование» отнюдь не означает какую-то связь с ЭВМ, языками программирования и т. д. Оно означает, что в результате решения задачи вы получите некоторую программу действий – оптимальный план для достижения «наилучшего» результата.

Говоря об области применения этого научного направления, можно вспомнить слова одного из величайших математиков мира Леонарда Эйлера: «В мире не происходит ничего, в чем бы не был бы виден смысл какого-нибудь максимума или минимума». 

Линейное программирование зародилось в нашей стране. В работе выдающегося советского математика и экономиста лауреата Ленинской и Нобелевской премий академика А, В. Канторовича «Математические методы организации  и планирования производства» (1939 г.), впервые была сформулирована задача ЛП, описывающая реальную экономическую ситуацию, и разработан алгоритм ее решения. В США исследование операций зародилось в годы второй мировой войны, прежде всего для решения военных вопросов. Казалось бы, невинные задачи, о составлении смесей орехов, первоначально возникли при планировании военных операций. Позже появились и их мирные приложения, когда выяснилось, что использование линейного программирования способно дать большой экономический эффект для решения разнообразных вопросов. Из американских математиков, внесших вклад в развитие ЛП нужно отметить Дж. Данцига и его книгу «Линейное программирование, его применения и обобщения».

Как же решать задачи линейного программирования?

Простейший метод, казалось бы, напрашивается сразу  стоит рассмотреть все допустимые варианты, подсчитать какую целесообразность имеет каждый из них, и станет ясно, какой вариант наилучший. Однако, на поверку, этот метод оказывается самым сложным, а иногда нереален, так как число допустимых вариантов необозримо и бесконечно. Но перебирать варианты не столь уж абсурдная идея, именно она легла в основу многих алгоритмов, в частности симплекс-метода. Только перебор этот предлагается осуществлять определенным образом: выбрав некоторое допустимое решение, в дальнейшем из огромного числа вариантов остальных решений, рассматриваем только то, которое заведомо лучше, уже найденного. Такой перебор сравнительно быстро приводит к оптимальному решению. В этом и состоит идея комплексного метода.

Понятие математической модели

Решение какой-либо задачи управления можно разбить на несколько этапов:

1)  формулировка задачи;

2)  разработка математической модели изучаемой системы;

3)  выбор метода и отыскание решения с помощью этой модели;

4)  проверка решения.

В каждой задаче мы должны ясно определить цели, поставленные перед системой, изучить обстановку, освоиться с терминологией, процессом, определить различные способы действия, приемлемые для ситуации, дать в какой-то форме постановку задачи. Построить подходящую логическую, или математическую модель, которая свяжет переменные задачи с реальными ограничениями, целями задачи, мерой эффективности. Затем, исходя из полученной модели, выбрать метод, и найти решение, оптимизирующее эту меру эффективности, т. е. оптимальное решение. И сравнить это полученное с помощью математической модели решение с действительностью, чтобы выяснить, в самом ли деле мы сформулировали и решали ту реальную задачу, с которой начали? Когда меняется ситуация, какие изменения надо вносить в математическую модель? Можно ли улучшить модель, что привело бы к новым решениям, более реалистичным и точным.

Итак, математическая модель означает перевод задачи на язык количественных терминов.

В линейном программировании математическая модель представляет собой систему линейных соотношений между переменными (ресурсами, ограничениями) и целевую функцию (меру эффективности).

Математические модели позволяют привнести научную методологию в те области управления, где ранее господствовала интуиция и опыт. Математическая модель позволяет лучше понять исследуемую задачу и процессы, оценить и сравнить между собой решения, оценить эффект, который оказывает изменение одной переменной на остальные, понять численные, количественные характеристики процесса, которые ранее понимались интуитивно-приближенно.

Когда задача ЛП поставлена, главная мера эффективности выбрана, функциональная форма математической модели определена. Нужно указать, как выбранные нами переменные связаны с данными задачи. Для этого необходимы некоторые эксперименты, позволяющие выявить структуру. В одних случаях, достаточно открыть бухгалтерскую книгу, заглянуть в нужный файл компьютера и получить необходимую информацию; в других, затратить силы и средства. Но в любом случае между переменными и структурой модели существует связь.

Именно посредством модели задачи связана с предлагаемым решением. Насколько точна модель, настолько и реально решение. С помощью математической модели и меры эффективности можно оценить разные решения и выбрать лучшее. В линейном программировании, благодаря вычислительным методам, эта задача решается автоматически.

Формулировка основных типов задач ЛП,

построение их математических моделей

Задачи, решаемые методами ЛП очень разнообразны по содержанию. Но их математические модели схожи, и условно объединяются в три большие группы задач:

1)  транспортные задачи;

2)  задачи о составлении плана;

3)  задачи о смеси (о диете).

Рассмотрим примеры конкретных экономических задач каждого типа, подробно остановимся на построении модели к каждой задачи.

Транспортная задача
Задача 1

На двух торговых базах А и В имеется 30 гарнитуров мебели, по 15 на каждой. Всю мебель требуется доставить в два мебельных магазина С и Д, причем в С надо доставить 10 гарнитуров, а в Д – 20 штук. Известно, что доставка одного гарнитура с базы А в магазин С обходится в 1 денежную единицу, в магазин Д – в три денежных единиц. Соответственно с базы В в магазин С и Д: 2 и 5 денежных единиц. Составить план перевозок так, чтобы стоимость всех перевозок так, чтобы стоимость всех перевозок была наименьшей.

Данные задачи для удобства разметим в таблице. На пересечении строк и столбцов стоят числа, характеризующие стоимость соответствующих перевозок.

	[image: image5.wmf]А

B

C

D

40 т

50 т

70 т

30 т

магазины

базы
	С
	Д
	отправлено

гарнитуров

	А
	1
	3
	15

	В
	2
	5
	15

	[image: image6.wmf]А

B

C

D

40 т

50 т

70 т

30 т

получено гарнитуров
	10
	20


	30

30


Составим математическую модель задачи.

Необходимо ввести переменные. В формулировке вопроса говорится, что необходимо составить план перевозок. Обозначим через х1,х2 количество гарнитуров, перевозимых с базы А в магазины С и Д соответственно, а через у1,у2 – количество гарнитуров, перевозимых с базы В в магазины С и Д соответственно. Тогда, количество мебели, вывозимое со склада А, равно (х1 + х2), а со склада В: (у1 + у2). Потребность магазина С равна 10 гарнитурам, и в него привезли (х1 + у1) штук, т. е. х1 + у1 = 10. Аналогично, для магазина Д, имеем х2 + у2 = 20. Заметим, что потребности магазинов в точности равны количеству гарнитуров, имеющихся на складах, поэтому х1 + у2 = 15, и у1 +у2 = 15. Если бы со складов вы увезли меньше, чем по 15 комплектов, то магазинам не хватило бы мебели для удовлетворения их потребностей.

Итак, переменные х1, х2, у1, у2 по смыслу задачи неотрицательны и удовлетворяют системе ограничений:
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(1)

Обозначив, через F – транспортные расходы, посчитаем их. на перевозку 1 комплекта мебели из А в С тратится 1 ден. ед. на перевозку x1 комплектов –x1 ден. ед. Аналогично, на перевозку x2 комплектов из А в Д затратится 3x2 ден. ед.; из В в С: 2y1 ден. ед., из В в Д: 5y2 ден. ед.

Итак,

F=1x1+3x2+2y1+5y2 → min                                    (2)

(мы хотим, чтобы общая стоимость перевозок была минимальной).

Функция F называется целевой функцией.

Сформулируем задачу математически:

На множестве решений системы ограничений (1) найти такое решение, которое обращает в минимум целевую функцию F (2); или, найти оптимальный план (x1, x2, y1, y2), определяемый системой ограничений (1) и целевой функцией (2).

Задача, которую мы рассмотрели может быть представлена в более общем виде, с любым числом поставщиков и потребителей.

В рассмотренной нами задаче наличие груза у поставщиков (15+15) равно общей потребности потребителей (10+20). Такая модель называется закрытой, а соответствующая задача – сбалансированной транспортной задачей.

В экономических расчетах немалую роль играют и так называемые открытые модели, в которых указанное равенство не соблюдается. Либо запас у поставщиков больше потребности у потребителей, либо спрос превышает наличие товара. Тогда, заметим, что в системе ограничений несбалансированной транспортной задачи, наряду с уравнениями будут входить и неравенства.

Рассмотрим пример несбалансированной транспортной задачи.

Задача 2

В пунктах А и В расположены кирпичные заводы, а в С и Д карьеры, снабжающие их песком. потребность заводов в песке меньше, чем производительность карьеров. Известно, сколько песка нужно каждому из заводов и сколько добывается в каждом карьере. Также известна стоимость перевозки 1 тонны песка из каждого карьера к заводам (числа на стрелочках). Нужно так спланировать снабжение заводов песком, чтобы затраты на перевозку были наименьшими. Данные задачи на схеме.

Постоим математическую модель задачи.

Введем переменные:

x11 – количество тонн песка перевозимого с карьера С на завод А;

x12 – с карьера С на завод А;

x21 – количество тонн песка в А с карьера Д;

x22 – количество тонн песка с карьера Д на завод В.

На завод А должно быть доставлено 40 тонн с обоих карьеров, значит x11+x21=40,  на завод В должно быть доставлено 50 тонн, значит x12+x22=50. Из карьера С вывезено не более 70 тонн, т. е. x11+x12 ≤70, аналогично x21+x22 ≤30. Имеем систему ограничений:
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(3)

И целевая функция F, выражающая стоимость перевозок имеет вид 

F=2x11+6x12+5x21+3x22→min.                                 (4)

 Задача о составлении плана

Задача 3

Некоторому заводу требуется составить оптимальный план выпуска двух видов изделий, которые отрабатываются на четырех видах машин. Известные определенные возможности и производительность оборудования; цена изделий, обеспечивающая прибыль заводу составляет 4 тыс. руб. за изделие I вида, 6 тыс. руб. за изделие II вида. Составить план выпуска этих изделий так, чтобы от реализации их завод получил наибольшую прибыль. В таблице указано время, необходимое для обработки каждого из двух видов изделий на оборудовании всех четырех видов.

	Изделия
	Виды машин

	
	1
	2
	3
	4

	I
	1
	0,5
	1
	0

	II
	1
	1
	0
	1

	Возможное время работы машин
	18
	12
	12
	9


Построим математическую модель.

В задаче необходимо определить план выпуска изделий, обозначим за x – количество изделий I вида, за y – количество изделий II вида. Тогда посчитаем сколько времени затратит 1-ая машина на обработку всех производственных изделий. Она тратит 1 единицу времени на 1 изделие типа I, значит на x штук изделий потратит 1x ед. времени, на обработку y изделий типа II затратится 1y ед. времени. Всего резерв времени работы 1-й машины 18 единиц времени. Значит, x+y ≤18. Аналогичные рассуждения со 2-й машиной, 3-й и 4-й дадут систему ограничений:
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(5)

Общая прибыль будет выражена в целевой функции:

F=4x+6y→max                                                  (6).

Задача состоит в нахождении на множестве решений системы (5) такого решения, при котором значение целевой функции (6) было бы максимальным.

Задача составления смеси

Еще одна распространенная задача ЛП – задача о составлении смеси. Примером таких задач может быть задача о составлении таких смесей нефтепродуктов, которые бы удовлетворяли определенным техническим требованиям и были наиболее дешевыми по стоимости. Либо задачи о рационе, когда известна потребность в определенных веществах и содержание этих веществ в различных продуктах. Необходимо составить рацион так, чтобы удовлетворить потребности в необходимых веществах и при этом продуктовая корзина имела бы минимальную стоимость, при заданных ценах на продукты.

Практически, подобные задачи ставятся, к примеру, в любом животноводческом хозяйстве, и имеют очень большой спектр применения.

Рассмотрим пример.

Задача 4

Для откорма цыплят на птицефабрике в их рацион необходимо включать не менее 33 единиц вещества А, 23 единицы питательного вещества В, 12 единиц С. Для откорма используются 3 вида корма. Данные о содержании питательных веществ в каждом виде корма заданы таблицей. Также известны: стоимость кормов. Необходимо составить наиболее дешевый рацион.

	Корма – продукты
	Вещества
	Стоимость

1 ед. корма

	
	А
	В
	С
	

	I
	4
	3
	1
	20

	II
	3
	2
	1
	20

	III
	2
	1
	2
	10


Для понимания задачи можете представить себе, что вещества А, В, С – это жиры, белки, углеводы, а продукты I, II, III – то, чем кормят цыплят, например, пшено, комбикорм, витаминные добавки. Тогда, первая строка таблицы показывает содержание в 1 ед. пшена: 4 единиц белка, 3 ед. жиров, 1 ед. углеводов. Вторая строка содержание белков, жиров, углеводов в 1 ед. II продукта и т. д.

Если постановка задачи ясна, приступим к построению математической модели.

Опять стоит вопрос, что обозначить за неизвестные? В качестве ответа к поставленной задаче мы должны предложить рацион, т. е. указать сколько и каких кормов взять, чтобы количество питательных веществ, необходимое, было соблюдено, и при этом он стоил как можно дешевле.

Обозначим за x1 – количество кормов типа I в рационе, за x2 – количество кормов типа II, и соответственно x3 – количество корма III в рационе. Тогда, вещества А при употреблении такого рациона, цыплята получат 4x1 – при съедении продуктов типа I, 3x2 – при потреблении II продукта, 2x3 – при потреблении III. Всего вещества А необходимо употребить по условию задачи не менее 33 единиц, следовательно 4x1+3x2+2x3 ≥ 33.

Аналогично рассуждая с веществом В, имеем:

3x1+2x2+1x3 ≥ 23                       и                            x1+x2+2x3 ≥ 12 для С.

Таким образом, получим систему ограничений:
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(7)

Переменные неотрицательны по смыслу задачи. При этом стоимость рациона выражается функцией:

F=20x1+20x2+10x3 → min,                                               (8)

т. к. 20, 20, 10 – стоимость 1 ед. продуктов I, II, III типов соответственно, а в рационе их содержится x1, x2, x3 единиц

Система ограничений (7), вместе с целевой функцией (8) и составляют математическую модель исходной задачи. Решить ее, значит найти такие (x1, x2, x3), удовлетворяющие системе ограничений и обращающие значение функции F в минимальное.
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