2. КОДИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ

2.1. Основные понятия и определения. Цель кодирования
Код – совокупность знаков (символов) и система определенных правил, при помощи которых информация может быть представлена (закодирована) в виде набора таких символов для передачи, обработки и хранения. Конечная последовательность знаков в этом наборе называется словом.

Кодирование – представление сообщения (информации) в виде совокупности символов, составленной в соответствии с выбранным кодом; преобразование символов или групп символов одного кода в символы или группы символов другого кода. Кодированию может быть подвергнута только информация, представленная в виде дискретных сигналов (буквы, цифры и т.п.). В тех случаях, когда первичные сигналы информационных систем являются непрерывными, происходит предварительное преобразование их в дискретные сигналы.

Декодирование – процесс, обратный кодированию, т.е. восстановление сообщения к исходному виду.

Кодирование обеспечивает представление сообщений в форме, удобной для передачи по конкретному каналу связи (в общем случае хранение информации можно рассматривать как ее передачу во времени, а запоминающее устройство как канал связи), и преследует несколько целей. Первая из них заключается в том, чтобы представить сообщения в такой системе символов, которая обеспечивала бы простоту и надежность аппаратной реализации информационных устройств и их необходимую эффективность. Вторая цель кодирования состоит в том, чтобы обеспечить наилучшее согласование свойств источника сообщений со свойствами канала связи. Путем такого согласования добиваются, например, обеспечения максимальной скорости передачи, требуемой помехозащищенности и достоверности передачи информации в условиях воздействия помех.

Необходимо иметь в виду, что кодирование, обеспечивающее изменение структуры сигналов, не должно изменять количество информации, заключенной в первоначальном сообщении.

На рис. 2.1 приведена обобщенная схема передачи сообщений. Множество М1 описывает множество потенциально возможных сообщений, которые может передать источник информации. Из этого множества выбирается некоторое сообщение m1. Но прежде чем его направить в канал связи, оно кодируется и преобразуется в некоторое сообщение m2 из множества М2, характеризующего множество закодированных сообщений. Поскольку способов кодирования может быть много, то m2 отличается от m1 и установление соответствия между элементами этих множеств требует специальной договоренности.


Рис.2.1

Закодированное сообщение m2 поступает в канал связи и под воздействием возможных помех этого канала, имеющих случайный характер, превращается в искаженное сообщение т3 из множества М3. 

На приемной стороне канала связи необходимо провести декодирование искаженного сообщения: 

1) сообщение т3 необходимо освободить от помех и восстановить сообщение m2;
2) пользуясь информацией о способе кодирования, использованном на передающей стороне, преобразовать сообщение m2 в исходное сообщение m1.

Но переход от т3 к сообщению т2 из множества М2 при сильных искажениях неоднозначен. Если, например, передавалось слово «рука», а на приемной стороне канала было получено «щука», то в множестве М2 этому может соответствовать масса допустимых слов: мука, бука, рука и т. п. Поэтому искаженные сообщения декодировать нелегко.

В связи с этим одна из важных задач, решаемых в теории кодирования, – это разработка специальных корректирующих кодов, которые позволяют находить и исправлять ошибки, возникающие при передаче сообщений. Один из простейших кодов такого типа мог бы быть таким. Вместо четырех букв, входящих в слово «рука», источник сообщения мог бы передавать их в удвоенном виде. Тогда сообщение, поступившее в канал связи, выглядело бы как «ррууккаа». Если искажению подверглась одна буква передаваемого слова, то на приемном конце канала появилось бы, например, сообщение «рщууккаа». Восстановление исходного сообщения в данном случае облегчается, т.к. очевидно, что ошибка имеется только в первой позиции. Для исправления обнаруженной ошибки достаточно проверить две гипотезы: в m2 есть либо «щука», либо «рука». Этот пример показывает, что поиск и исправление ошибок требуют дополнительных данных, т.е. избыточности в передаваемом сообщении и, естественно, хотелось бы, чтобы эта избыточность была минимальной.

Итак, будем полагать, что источник информации выдает некоторое дискретное сообщение А, которое можно рассматривать как последовательность элементарных сообщений ai (i= 1, 2, ..., n). Эти элементарные сообщения будем называть символами сообщений, а их совокупность {аi} — алфавитом источника. Кодирование заключается в том, что последовательность символов источника аi заменяется последовательностью кодовых символов – кодовой комбинацией (кодовым словом).

Общее число символов, составляющих кодовую комбинацию, называется значностью или длиной кода п. Количество значений кодовых признаков, используемых в кодовых комбинациях, называется основанием кода т.

По условиям построения кодовых комбинаций коды делятся на равномерные и неравномерные. В равномерных кодах все сообщения передаются кодовыми группами с одинаковым числом элементов п = const. Так, например, телеграфный код Бодо является равномерным кодом с п = 5.

При использовании неравномерных кодов разные сообщения могут передаваться кодовыми группами, содержащими неодинаковое число элементов (п = var). Типичным представителем этой группы является код Морзе. Равномерный код обладает большими возможностями с точки зрения обеспечения помехозащищенности передачи, так как потеря элементов или возникновение новых элементов в кодовых комбинациях с п = const могут быть легко обнаружены. Неравномерные коды могут обеспечить наибольшую экономичность построения и наибольшее быстродействие передачи сообщений, но они более подвержены воздействию помех. Потеря или возникновение новых элементов в комбинации в результате действия помех могут привести к созданию новой ложной комбинации, воспринимаемой на приемной стороне как истинная. Неравномерные коды требуют при передаче либо специальных разделительных символов, указывающих конец одной и начало другой кодовой комбинации (код Морзе требует наличия разделительного символа), либо же должны строиться так, чтобы никакая кодовая комбинация не явилась началом другой.

По числу различных символов (т) в кодовых комбинациях различают коды: единичные, т = 1; двоичные, т = 2; многопозиционные, т > 2.

В единичном коде используются одинаковые символы. Кодовые комбинации отличаются друг от друга лишь количеством символов. Такие коды называют еще числоимпульсными. Единичный код отличается своей простотой. Однако вследствие того, что он неравномерен, помехозащищенность его низкая. Кроме того, при передаче большого количества сообщений происходит изменение в широких пределах длины кода, что вызывает определенные неудобства.

Наибольшее распространение получили двоичные коды. Это обусловлено тем обстоятельством, что формирование кодовых сигналов и их дешифрация производятся с помощью переключающих устройств, способных занимать ряд устойчивых состояний. Количество таких состояний определяется основанием кода. Очевидно, что простейшими переключающими устройствами являются устройства с двумя состояниями. К такого типа устройствам принадлежит большинство электромагнитных, электронных, магнитных, оптических и других типов бесконтактных реле. Кроме того, следует также учитывать простоту хранения информации и выполнения арифметических и логических операций при двоичном кодировании.

Многопозиционные коды пока не нашли широкого применения в информационных системах.

По возможности обнаружения и исправления ошибок различают коды простые (примитивные) и корректирующие. В простых кодах ошибка в приеме хотя бы одного элемента кодовой комбинации приводит к неправильной регистрации передаваемого сообщения. Корректирующие коды позволяют обнаруживать и устранять ошибки в кодовых комбинациях.

2.2. Равномерные простые и составные цифровые коды

Наиболее распространенным при цифровом кодировании является использование позиционных систем счисления. При этом любое m-разрядное число N с основанием системы счисления B может быть представлено в виде суммы (1.1).

Кодовые комбинации, соответствующие простому цифровому коду, содержат количество элементов, соответствующее числу разрядов числа N. Каждый элемент кодовой комбинации может принимать B различных значений. 

Например, четырехразрядное десятичное число 4752 может быть представлено в виде суммы

4752 = 4(103 + 7(102 + 5(101 +2(100.

Максимально возможное число кодовых комбинаций определяется выражением

Nmax = Bm.



(2.1)

Как уже отмечалось, на практике наиболее широко используются двоичные коды, т.е. коды, базирующиеся на двоичной системе счисления, для которой разрядные коэффициенты могут принимать значения 0 и 1. Максимально возможное число кодовых комбинаций простого двоичного кода определяется выражением

Nmax = 2m.



(2.2)

Двоичный код, широко используемый при передаче, хранении и обработке информации, неудобен, однако, при вводе и выводе информации, так как оператору трудно оперировать с непривычными двоичными числами. Кроме того, запись чисел в двоичной системе счисления громоздкая. Поэтому помимо двоичной получили распространение системы (как уже отмечалось в главе 1) с основанием, равным целой степени двойки (восьмеричная, шестнадцатеричная), которые с одной стороны, легко сводятся как к двоичной, так и к десятичной, а с другой – дают более компактную запись.

Составные коды базируются на составных системах счисления, имеющих два и более оснований. При таком кодировании числа, заданные в системе с некоторым основанием q, изображаются с помощью цифр другой системы счисления с основанием p < q.

Среди составных кодов наибольшее применение нашли двоично-десятичные коды. Такие коды обычно используются в качестве промежуточных при переводе десятичных кодов в двоичные и наоборот, например при вводе в вычислительную машину данных, представленных в десятичной системе, или при выводе из машины информации для регистрации в десятичном коде.

В двоично-десятичном коде основной системой счисления является десятичная. Однако каждая цифра десятичного числа записывается в виде четырехразрядного двоичного числа (тетрады). Для фиксации цифр десятичного числа наибольшее практическое применение нашли четырехэлементные двоичные весовые коды 8 – 4 – 2 – 1; 7 – 4 – 2 – 1; 5 – 1 – 2 – 1 и 2 – 4 – 2 – 1. Цифры в названии кода выражают веса единиц в соответствующих двоичных разрядах.

В табл. 2.1 приведены записи десятичных цифр различными типами четырехэлементных двоичных кодов.

Таблица 2.1
Десятичная цифра
Код

8 – 4 – 2 – 1
Код

7 – 4 – 2 – 1
Код

5 – 1 – 2 – 1
Код

2 – 4 – 2 – 1

0
0 
0 
0 
0
0
0 
0 
0 
0 
0
0
0
0 
0
0
0

1
0
0
0
1
0
0
0
1
0 
0
0
1
0 
0
0
1

2
0
0
1
0
0
0
1
0
0 
0
1
0
0
0
1
0

3
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1
0
0
1
1

4
0
1
0
0
0
1
0
0
0
1
1
1
0
1
0
0

5
0
1
0
1
0
1
0
1
1
0
0
0
1
0
1
1

6
0
1
1
0
0
1
1
0
1
0
0
1
1
1
0
0

7
0
1
1
1
1
0
0
0
1 
0
1
0
1 
1
0
1

8
1
0
0
0
1
0
0
1
1 
0
1
1
1 
1
1
0

9
1
0
0
1
1
0
1
0
1 
1
1
1
1 
1
1
1

С помощью четырех двоичных разрядов можно образовать 16 различных комбинаций, а т.к. используется только 10, то двоично-десятичный код обладает некоторой избыточностью.

2.3. Рефлексные (отраженные) коды

В простом двоичном коде при переходе от изображения одного числа к изображению соседнего старшего или соседнего младшего числа может происходить одновременное изменение цифр в нескольких разрядах. Как следует из табл. 2.2, при переходе от изображения числа 3 к изображению числа 4 в двоичном коде происходит одновременное изменение цифр в трех разрядах, а при переходе от изображения числа 7 к изображению числа 8 происходит одновременное изменение цифр в четырех разрядах.

Таблица 2.2

Десятичное 

число
Двоичный 

код
Код 

Грея
Десятичное число
Двоичный код
Код 

Грея

0
0 0 0 0
0 0 0 0
8
1 0 0 0
1 1 0 0

1
0 0 01
0 0 0 1
9
1 0 0 1
1 1 0 1

2
0 0 10
0 0 1 1
10
1 0 1 0
1 1 1 1

3
0 0 11
0 0 1 0
11
1 0 1 1
1 1 1 0

4
0 1 0 0
0 1 1 0
12
1 1 0 0
1 0 1 0

5
0 1 0 1
0 1 1 1
13
1 1 0 1
1 0 1 1

6
0 1 10
0 1 0 1
14
1 1 1 0
1 0 0 1

7
0 1 1 1
0 1 0 0
15
1 1 1 1
1 0 0 0

Это может явиться источником значительных ошибок при некоторых способах кодирования непрерывных сообщений. Например, при переходе от изображения числа 710 (01112) к изображению числа 810(10002) происходит смена цифр во всех четырех разрядах и может быть такой случай, когда вместо кода 01112 (710) или 10002 (810) будет зафиксирован код 11112, соответствующий десятичному числу 1510, т. е. будет иметь место недопустимо большая погрешность.

Для устранения этого явления используются специальные двоичные коды, у которых при переходе от изображения одного числа к изображению следующего соседнего числа изменяется значение только одного разряда. Вследствие этого погрешность за счет неоднозначности считывания не превышает единицы изображаемого числа. К числу таких кодов относится код Грея, называемый иначе рефлексным (отраженным) кодом (табл. 2.2).

Код Грея является непозиционным кодом, т.к. вес его единицы не определяется номером разряда. В этом коде можно выделить оси симметрии (оси «отражения»), относительно которых наблюдается идентичность элементов в некоторых разрядах. Так, например, имеет место симметрия относительно оси, проведенной между числами 7 и 8. В комбинациях, симметричных относительно этой оси, идентичны три символа младших разрядов. Отмеченная особенность послужила основанием для введения термина «рефлексный код» (от английского to reflect – отражать). Вес единицы в коде Грея по абсолютной величине в k-том разряде определяется выражением 
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причем знак суммируемых членов положителен для всех нечетных единиц в числе, записанном в коде Грея (считать слева направо), и отрицателен для всех четных единиц. Например, значение числа 1101101, записанного в коде Грея, будет
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В общем случае рефлексный код на основе двоичного кода строится по следующему правилу:

1) преобразование двоичного кода в код Грея начинается со стороны старших разрядов (слева направо);

2) старшему разряду кода Грея присваивается значение старшего разряда двоичного кода;

3) каждый последующий разряд в рефлексном коде принимает значение «0», если значение соответствующего разряда в двоичном коде совпадает со значением соседнего старшего разряда, в противном случае – «1».
Например, двоичное число 100111010112 в рефлексном коде записывается в виде 11010011110. Здесь цифра старшего разряда («1») совпадает со значением старшего разряда двоичного кода. Во втором слева разряде «1», потому что в двоичной записи числа цифра второго слева разряда не совпадает с цифрой первого разряда («0» и «1»); в третьем слева разряде имеем «0», потому что в двоичной записи числа значения третьего и второго разрядов совпадают («0» и «0») и т.д. 

Само правило построения рефлексного кода дает простой способ перевода чисел из рефлексного кода в двоичную запись: значение старшего разряда в двоичной записи числа то же, что и значение старшего разряда в рефлексном коде; значение второго слева разряда в двоичном коде совпадает с первым, если вторая цифра в рефлексном коде есть «0», и противоположно значению первого разряда, если «1», и т.д.

Например, если рефлексный код имеет вид 00110100010, то соответствующая ему двоичная запись будет иметь вид 001001111002.

Есть и другой способ перевода чисел из кода Грея в двоичный код: первая единица со стороны старших разрядов остается без изменения, значения последующих разрядов остаются без изменения, если число предшествующих им единиц четно, и изменяются на противоположные (инвертируются), если число предшествующих им единиц нечетно.

2.4. Оптимальное статистическое (эффективное) кодирование

Если в системах, обеспечивающих передачу и хранение информации отсутствуют шумы, то при любом способе кодирования сообщений искажений или потерь информации не будет. Но, кроме забот о сохранности информации, у разработчиков информационных систем есть интерес и в экономном ее представлении. Если, например, производится запись информации в запоминающее устройство, то важно, чтобы ею занималось как можно меньше места; при передаче информации по каналам связи желательно занимать канал как можно меньше времени или за одно и то же время передать как можно больше информации. Т.е. речь идет о требовании наибольшей эффективности системы.

Оптимальное статистическое кодирование (далее эффективное) обеспечивает минимизацию среднего количества кодовых символов на один элемент сообщения. Этим обеспечивается получение максимально возможного количества информации, передаваемого кодовыми комбинациями при ограниченной пропускной способности канала связи.

Пусть кодирующее устройство использует алфавит, состоящий из m символов. В этом алфавите требуется представить любой элемент сообщения из множества возможных элементов Zj, j = 1,2, ..., М; вероятности (частоты) Pj появления в сообщении каждого из элементов Zj известны. Обычно m < M, поэтому каждому из возможных элементов сообщения ставится в соответствие некоторая последовательность символов алфавита, называемая кодовым словом. Кодовое слово должно находиться во взаимно-однозначном соответствии с кодируемым элементом. Так как сообщение, как правило, представляет собой последовательность элементов, то, кроме очевидного требования о недопустимости одинаковых кодовых слов для разных элементов, накладывается требование, чтобы ни одно кодовое слово нельзя было получить из другого, более короткого, за счет добавления дополнительных символов. Например, кодовые комбинации 01110 и 011100 не могут использоваться в одном кодовом множестве. Это необходимо для однозначного декодирования кодовых слов при их последовательной передаче. Для различения кодовых комбинаций можно использовать пространственные или временные разделители (как пробелы при письме или разделительные интервалы в телеграфии), но это равносильно введению в алфавит системы дополнительного символа специального назначения, что увеличивает объем сообщения и снижает эффективность системы. При использовании рассмотренных выше равномерных кодов, имеющих одинаковую длину кодовых слов, разделение кодовых комбинаций можно осуществлять простым подсчетом числа символов; однако такое кодирование не оптимально, т.к. и часто встречающимся в сообщении элементам и очень редко встречающимся элементам ставятся в соответствие кодовые комбинации одной и той же длины.

Эффективное кодирование сообщений для передачи их по дискретному каналу без помех базируется на теореме Шеннона, которую можно сформулировать так:

1) при производительности источника сообщений меньше пропускной способности канала связи существует способ кодирования, позволяющий передавать по каналу все сообщения, вырабатываемые источником;

2) не существует способа кодирования, обеспечивающего передачу сообщений без их неограниченного накопления, если производительность источника сообщений больше пропускной способности канала связи.

Указанная теорема Шеннона часто приводится и в другой формулировке:

· сообщения источника с неопределенностью (энтропией) H всегда можно закодировать последовательностями символов с объемом алфавита т так, что среднее число символов на знак сообщения lср будет сколь угодно близко к величине H / log m, но не менее ее, т.е. lср ( H / log m.

Данное утверждение обосновывается также указанием на возможную процедуру кодирования, при которой обеспечивается равновероятное и независимое поступление символов на вход канала, а следовательно, и максимальное количество переносимой каждым из них информации, равное log т. В общем случае это возможно, если кодировать сообщения длинными блоками. Указанная граница достигается при безграничном увеличении длины кодируемых блоков.

В частности, при двоичном кодировании (т = 2) среднее число разрядов кода на элемент сообщения lср может быть уменьшено до значения, равного энтропии источника H, выраженной в двоичных единицах.

Методы эффективного кодирования 
некоррелированной последовательности знаков
Теорема Шеннона не указывает конкретного способа кодирования, но из нее следует, что при выборе каждого символа кодовой комбинации необходимо стараться, чтобы он нес максимальную информацию.

Следовательно, каждый символ должен принимать значения 0 и 1 по возможности с равными вероятностями, и каждый выбор должен быть независим от значений предыдущих символов.

Конструктивные методы построения эффективных кодов для случая отсутствия взаимосвязи между элементами сообщений были впервые предложены американскими учеными Шенноном и Фано. Их методики существенно не различаются и поэтому соответствующий код получил название кода Шеннона – Фано.
Код строят следующим образом: знаки алфавита сообщений выписывают в таблицу в порядке убывания вероятностей. Затем их разделяют на две группы так, чтобы суммы вероятностей в каждой из групп были по возможности одинаковы. Всем знакам верхней половины в качестве соответствующего разряда кодовой комбинации приписывают 0, а всем нижним – 1. Каждую из полученных групп, в свою очередь, разбивают на две подгруппы с одинаковыми суммарными вероятностями и т. д. Процесс повторяется до тех пор, пока в каждой подгруппе останется по одному знаку.

Пример 2.1.

Проведем эффективное кодирование группы из восьми элементов
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, характеристики которой представлены в табл. 2.3.При равномерном (не учитывающем статистических характеристик) кодировании для представления каждого знака требуется три двоичных разряда. Используя методику Шеннона – Фано, получаем совокупность кодовых комбинаций, приведенных в столбце VII табл. 2.3.

Так как вероятности появления знаков в сообщении представляют собой целочисленные отрицательные степени двойки, то избыточность при кодировании устраняется полностью. Среднее число разрядов на знак в этом случае точно равно энтропии. Убедимся в этом, вычислив энтропию:
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где n(zi) – число разрядов в кодовой комбинации, соответствующей знаку zi, p(zi) – вероятность, соответствующая zi.

Таблица 2.3

Знаки
Вероят-ность
Кодовые комбинации



Ступень разбиения



I
II
III
IV
V
VI
VII

Z1
1/2
1
1
1
1
1
1
1

Z2
1/4
0
01
01
01
01
01
01

Z3
1/8
0
00
001
001
001
001
001

Z4
1/16
0
00
000
0001
0001
0001
0001

Продолжение таблицы 2.3

Z5
1/32
0
00
000
0000
00001
00001
00001

Z6
1/64
0
00
000
0000
000001
000001
000001

Z7
1/128
0
00
000
0000
0000001
0000001
0000001

Z8
1/128
0
00
000
0000
0000000
0000000
0000000

В более общем случае для алфавита из восьми знаков среднее число разрядов на знак будет меньше трех, но больше энтропии алфавита H ( z ).

Пример 2.2.

Определим среднюю длину кодовой комбинации при эффективном кодировании знаков ансамбля, приведенного в табл. 2.4. Энтропия ансамбля равна 2,76. В результате сопоставления отдельным знакам ансамбля кодовых комбинаций по методике Шеннона – Фано (табл. 2.4) получаем среднее число разрядов на знак, равное 2,84.

Следовательно, некоторая избыточность в последовательностях символов осталась. Из теоремы Шеннона следует, что эту избыточность также можно устранить, если перейти к кодированию достаточно большими блоками.

Таблица 2.4

Знаки
Вероятность
Кодовые комбинации



Ступень разбиения



I
II
III
IV
V

Z1
0.22
1
11
11
11
11

Z2
0.20
1
10
10
10
10

Z3
0.16
0
01
011
011
011

Z4
0.16
0
01
010
010
010

Z5
0.10
0
00
001
001
001

Z6
0.10
0
00
000
0001
0001

Z7
0.04
0
00
000
0000
00001

Z8
0.02
0
00
000
0000
00000

Пример 2.3.

Рассмотрим процедуру эффективного кодирования сообщений, образованных с помощью алфавита, состоящего всего из двух знаков z1 и z2 с вероятностями появления соответственно P(z1) = 0,9 и P(z2) = 0,1.

Так как вероятности не равны, то последовательность из таких букв будет обладать избыточностью. Однако при побуквенном кодировании никакого эффекта получено не будет.

Действительно, на передачу каждой буквы требуется символ либо 1, либо 0, в то время как энтропия равна 0,47.

При кодировании блоков, содержащих по две буквы, получим коды, показанные в табл. 2.5.

Таблица 2.5

Знаки
Вероятность
Кодовые комбинации



Ступень разбиения



I
II
III

Z1 Z1
0.81
1
1
1

Z1 Z2
0.09
0
01
01

Z2 Z1
0.09
0
00
001

Z2 Z2
0.01
0
00
000

Так как знаки статистически не связаны, вероятности блоков определяются как произведение вероятностей составляющих знаков.

Среднее число разрядов на блок получается равным 1,29, а на букву – 0,645.

Кодирование блоков, содержащих по три знака, дает еще больший эффект. Соответствующий ансамбль и коды приведены в табл. 2.6.

Таблица 2.6

Знаки
Вероятность
Кодовые комбинации



Ступень разбиения



I
II
III
IV
V

Z1 Z1 Z1
0.729
1
1
1
1
1

Z2 Z1 Z1
0.081
0
01
011
011
011

Z1 Z2 Z1
0.081
0
01
010
010
010

Z1 Z2 Z2
0.081
0
00
001
001
001

Z2 Z2 Z1
0.009
0
00
000
0001
00011

Z2 Z1 Z2
0.009
0
00
000
0001
00010

Z1 Z2 Z2
0.009
0
00
000
0000
00001

Z2 Z2 Z2
0.001
0
00
000
0000
00000

Среднее число разрядов на блок равно 1,59, а на знак – 0,53, что всего на 12 % больше энтропии. Теоретический минимум H(z) = 0,47 может быть достигнут при кодировании блоков, включающих бесконечное число знаков.

Следует подчеркнуть, что увеличение эффективности кодирования при укрупнении блоков определяется лишь тем, что набор вероятностей, получающихся при укрупнении блоков, можно делить на более близкие по суммарным вероятностям подгруппы.

Рассмотренная методика Шеннона – Фано не всегда приводит к однозначному построению кода. Ведь при разбиении на подгруппы можно сделать большей по вероятности как верхнюю, так и нижнюю подгруппы. Например, множество вероятностей, приведенных в табл. 2.4, можно было бы разбить так, как показано в табл. 2.7.

Таблица 2.7
Знаки
Вероят-ность
Кодовые комбинации



Ступень разбиения



I
II
III
IV
V

Z1
0.22
1
11
11888
11
11

Z2
0.20
1
10
101
101
101

Z3
0.16
1
10
100
100
100

Z4
0.16
0
01
01
01
01

Z5
0.10
0
00
001
001
001

Z6
0.10
0
00
000
0001
0001

Z7
0.04
0
00
000
0000
00001

Z8
0.02
0
00
000
0000
00000

От указанного недостатка свободна методика Хаффмена. Она гарантирует однозначное построение кода с наименьшим для данного распределения вероятностей средним числом разрядов на букву алфавита сообщения.

Порядок построения кода сводится к следующему:

1) буквы алфавита сообщений выписывают в основной столбец в порядке убывания вероятностей;

2) две последние буквы объединяют в одну вспомогательную букву, которой приписывают вероятность, равную сумме вероятностей объединенных букв;

3) вероятности букв, не участвовавших в объединении, и полученная суммарная вероятность снова располагаются в порядке убывания вероятностей в дополнительном столбце, а две последние вновь объединяются;

4) процесс продолжается до тех пор, пока не получим единственную вспомогательную букву с вероятностью, равной единице.

Пример 2.4.

Используя алгоритм Хаффмена, осуществить эффективное кодирование ансамбля знаков, приведенного в табл. 2.4.

Процесс кодирования поясняется табл. 2.8. 

Для составления кодовой комбинации, соответствующей данному знаку, необходимо проследить путь перехода знака по строкам и столбцам таблицы.

Таблица 2.8

Знаки
Вероят-ности
Вспомогательные столбцы



1
2
3
4
5
6
7

Z1
0.22
0,22
0,22
0,26
0,32
0,42
0,58
1,00

Z2
0.20
0,20
0,20
0,22
0,26
0,32
0,42


Z3
0.16
0,16
0,16
0,20
0,22
0,26



Z4
0.16
0,16
0,16
0,16
0,20




Z5
0.10
0,10
0,16
0,16





Z6
0.10
0,10
0,10






Z7
0.04
0,06







Z8
0.02








Для наглядности строится кодовое дерево. Из точки, соответствующей вероятности 1, направляем две ветви, причем ветви с большей вероятностью присваиваем символ 1, а с меньшей 0. Такое последовательное ветвление продолжаем до тех пор, пока не дойдем до вероятности каждой буквы. Кодо-вое дерево для алфавита букв, рассматриваемого в табл. 2.8, приведено на рис. 2.2.


Рис. 2.2. Кодовое дерево

Теперь, двигаясь по кодовому дереву сверху вниз, можно записать для каждой буквы соответствующую ей кодовую комбинацию: 

Z1 – 01; Z2 – 00; Z3 – 111; Z4 – 110; Z5 – 100; Z6 – 1011; Z7 – 10101; Z8 – 10100.

Требование префиксности эффективных кодов

Рассмотрев алгоритмы построения эффективных кодов, нетрудно убедиться в том, что эффект достигается благодаря присвоению более коротких кодовых комбинаций более вероятным, т.е. наиболее часто встречающимся знакам, и более длинных кодовых комбинаций менее вероятным знакам. Таким образом, эффект связан с различием в числе символов кодовых комбинаций. Это приводит к трудностям при декодировании. Для различения кодовых комбинаций можно ставить специальный разделительный символ, но при этом значительно снижается эффективность кодирования, так как средняя длина кодовой комбинации увеличивается на один символ.

Более целесообразно обеспечить однозначное декодирование без введения дополнительных символов. Для этого эффективный код необходимо строить так, чтобы ни одна комбинация кода не совпадала с началом более длинной комбинации. Коды, удовлетворяющие этому условию, называют префиксными кодами. Последовательность 100000110110110100 комбинаций префиксного кода, например кода Z1 – 00; Z2 – 01; Z3 – 101; Z4 – 100, декодируется однозначно: 
100
00
01
101
101
101
00

  Z4
  Z1
 Z2
  Z3
  Z3
  Z3
  Z1 .

Последовательность 000101010101 комбинаций непрефиксного кода, например кода Z1 – 00; Z2 – 01; Z3 – 101; Z4 – 010 (комбинация 01 является началом комбинации 010), может быть декодирована по-разному:

00  01  01  01  010  101 или 00  010  101  010  101 или 00   01  010  101  01  01 

Z1   Z2   Z2   Z2    Z4      Z3
 Z1    Z4     Z3     Z4      Z3
 Z1   Z2   Z4     Z3     Z2   Z2 .

Нетрудно убедиться, что коды, получаемые в результате применения алгоритма Шеннона – Фано или Хаффмена, являются префиксными.

Недостатки системы эффективного кодирования

Причиной одного из недостатков является различие в длине кодовых комбинаций. Если моменты получения информации от источника сообщений неуправляемы (например, при непрерывном чтении информации с запоминающего устройства на магнитной ленте), кодирующее устройство через равные промежутки времени выдает комбинации различной длины. Так как линия связи используется эффективно только в том случае, когда символы поступают в нее с постоянной скоростью, то на выходе кодирующего устройства должно быть предусмотрено буферное устройство («упругая» задержка). Оно запасает символы по мере поступления и выдает их в линию связи с постоянной скоростью. Аналогичное устройство необходимо и на приемной стороне.

Другой недостаток связан с возникновением задержки в передаче информации, т.к. наибольший эффект достигается при кодировании длинными блоками, а это приводит к необходимости накапливать знаки, прежде чем поставить им в соответствие определенную последовательность символов. При декодировании также возникает задержка. Общее время задержки может быть велико, особенно при появлении блока, вероятность которого мала. Это следует учитывать при выборе длины кодируемого блока.

К недостаткам следует отнести и специфическое влияние помех на достоверность приема сообщений, использующих эффективное кодирование. Одиночная ошибка может перевести передаваемую кодовую комбинацию в другую, не равную ей по количеству символов. Это повлечет за собой неправильное декодирование ряда последующих комбинаций, который называют треком ошибки.

2.5. Помехоустойчивое кодирование. Классификация помехоустойчивых кодов

Под помехоустойчивыми кодами понимают коды, позволяющие обнаруживать или обнаруживать и исправлять ошибки, возникающие в результате влияния помех.

Клод Шеннон сформулировал теорему для случая передачи дискретной информации по каналу связи с помехами, утверждающую, что вероятность ошибочного декодирования принимаемых сигналов может быть обеспечена сколь угодно малой путем выбора соответствующего способа кодирования сигналов. В теореме Шеннона не говорится о том, как нужно строить помехоустойчивые коды. Однако в ней указывается на принципиальную возможность кодирования, при котором может быть обеспечена сколь угодно высокая верность передачи. Это явилось стимулом к разработке помехоустойчивых кодов.

Помехоустойчивость кодирования обеспечивается за счет введения избыточности в кодовые комбинации, т.е. за счет того, что не все символы в кодовых комбинациях используются для передачи информации.

Все помехоустойчивые коды можно разделить (см. рис. 2.3.) на два основных класса: блочные и непрерывные (рекурентные или цепные).

Рис. 2.3

В блочных кодах каждому сообщению (или элементу сообщения) сопоставляется кодовая комбинация (блок) из определенного количества разрядов. Блоки кодируются и декодируются отдельно друг от друга.
Блочные коды могут быть равномерными, когда длина кодовых комбинаций п постоянна, или неравномерными, когда п непостоянно.

В непрерывных кодах введение избыточности в последовательность входных символов осуществляется без разбивки ее на отдельные блоки. Процессы кодирования и декодирования в непрерывных кодах имеют также непрерывный характер. 

Как блочные, так и непрерывные коды в зависимости от методов внесения избыточности подразделяются на разделимые и неразделимые. В разделимых кодах четко разграничена роль отдельных символов. Одни символы являются информационными, другие являются проверочными и служат для обнаружения и исправления ошибок. Разделимые блочные коды называются обычно п,k-кодами, где п – длина кодовых комбинаций, k – число информационных символов в комбинациях.

Неразделимые коды не имеют четкого разделения кодовой комбинации на информационные и проверочные символы. 

Разделимые блочные коды делятся, в свою очередь, на несистематические и систематические. Несистематические разделимые коды строятся таким образом, что проверочные символы определяются как сумма подблоков длины l, на которые разделяется блок информационных символов.

Большинство известных разделимых кодов составляют систематические коды. У этих кодов значение проверочных символов определяется в результате проведения линейных операций над определенными информационными символами. Для случая двоичных кодов каждый проверочный символ выбирается таким, чтобы его сумма по модулю два с определенными информационными символами стала равной нулю (т.е. сумма единиц была четной). Декодирование сводится к проверке на четность определенных групп символов. В результате таких проверок дается информация о наличии ошибок, а в случае необходимости – о позиции символов, где имеются ошибки.

2.6. Основные принципы помехоустойчивого кодирования

При дальнейшем рассмотрении помехоустойчивых кодов будем полагать их блочными и равномерными.

Для иллюстрации идеи помехоустойчивого кодирования рассмотрим двоичный код, нашедший на практике наиболее широкое применение. Напомним, что двоичный код – это код с основанием В = 2; количество разрядов m в кодовой комбинации принято называть длиной или значностью кода; символы каждого разряда могут принимать значения 0 и 1; количество единиц в кодовой комбинации называют весом кодовой комбинации и обозначают w.

Например, кодовая комбинация 100101100 характеризуется значностью
m = 9 и весом w = 4.

Степень отличия любых двух кодовых комбинаций данного кода характеризуется так называемым расстоянием между кодами d. Оно выражается числом позиций или разрядов, в которых комбинации отличаются одна от другой, и определяется как вес суммы по модулю два этих кодовых комбинаций. Например, для определения расстояния между комбинациями 100101100 и 110110101 необходимо просуммировать их по модулю два:
 100101100

(110110101
   010011001.

Полученная в результате суммирования новая кодовая комбинация характеризуется весом w = 4. Следовательно, расстояние между исходными кодовыми комбинациями d = 4.

Ошибки вследствие воздействия помех проявляются в том, что в одном или нескольких разрядах кодовой комбинации нули переходят в единицы и, наоборот, единицы переходят в нули. В результате создается новая – ложная – кодовая комбинация.

Если ошибки происходят только в одном разряде кодовой комбинации, то их называют однократными. При наличии ошибок в двух, трех и т. д. разрядах ошибки называют двукратными, трехкратными и т. д.

Для указания мест в кодовой комбинации, где имеются искажения символов, используется вектор ошибки V. Вектор ошибки m-разрядного кода – это m-разрядная комбинация, единицы в которой указывают положение искаженных символов кодовой комбинации. Например, если для пятиразрядного кода вектор ошибки имеет вид V = 01100, то это значит, что имеют место ошибки в третьем и четвертом разрядах кодовой комбинации.

Вес вектора ошибки Wv характеризует кратность ошибки. Сумма по модулю два для искаженной кодовой комбинации и вектора ошибки дает исходную неискаженную комбинацию.

Как уже отмечалось, помехоустойчивость кодирования обеспечивается за счет введения избыточности в кодовые комбинации. Это значит, что из m символов кодовой комбинации для передачи информации используется k < m символов. Следовательно, из общего числа N0 = 2m возможных кодовых комбинаций для передачи информации используется только N = 2k комбинаций. В соответствии с этим все множество возможных кодовых комбинаций 
(N0 = 2m) делится на две группы. В первую группу входит множество N = 2k разрешенных комбинаций, вторая группа включает в себя множество
(N0 – N) = 2m – 2k запрещенных комбинаций. Если на приемной стороне установлено, что принятая комбинация относится к группе разрешенных, то считается, что сигнал пришел без искажений. В противном случае делается вывод, что принятая комбинация искажена. Это справедливо для таких помех, которые своим воздействием переводят разрешенные кодовые комбинации в запрещенные, т.е. когда исключена возможность перехода одних разрешенных комбинаций в другие.

В общем случае каждая из N разрешенных комбинаций может трансформироваться в любую из N0 возможных комбинаций, т. е. всего имеется
(N · No) возможных вариантов приема, из них N вариантов безошибочного приема, N(N – 1) вариантов перехода в другие разрешенные комбинации и
N (N0 – N) вариантов перехода в запрещенные комбинации. 

Таким образом, не все искажения могут быть обнаружены. Доля обнаруживаемых ошибочных комбинаций составляет N(N0 – N)/(N · No) = 1 – N/N0 .

Для использования данного кода в качестве исправляющего множество запрещенных кодовых комбинаций разбивается на N непересекающихся подмножеств Мk. Каждое из подмножеств Мk ставится в соответствие одной из разрешенных комбинаций.

Если принятая запрещенная комбинация принадлежит подмножеству Мi, то считается, что передана комбинация Ai. Ошибка будет исправлена в тех случаях, когда полученная комбинация действительно образовалась из комбинации Ai. Таким образом, ошибка исправляется в (N0 – N) случаях, равных количеству запрещенных комбинаций. Доля исправляемых ошибочных комбинаций от общего числа обнаруживаемых ошибочных комбинаций составляет (N0 – N)/N(N0 – N) = 1/N.

Способ разбиения на подмножества зависит от того, какие ошибки должны исправляться данным кодом.

2.7. Связь корректирующей способности кода с кодовым расстоянием

Для оценки степени различия между двумя произвольными комбинациями данного кода используется характеристика, получившая название расстояния между кодовыми комбинациями d. Наименьшее расстояние между разрешенными кодовыми комбинациями dмин является характеристикой кода и характеризует его корректирующие способности. Рассмотрим это на конкретных примерах.

Пусть необходимо построить код, обнаруживающий все ошибки кратностью S и ниже. Построить такой код – это значит из множества N0 возможных выбрать N разрешенных комбинаций так, чтобы любая из них в сумме по модулю два с любым вектором ошибок с весом Wl ( S не дала бы в результате никакой другой разрешенной комбинации. Для этого необходимо, чтобы наименьшее кодовое расстояние удовлетворяло условию

dмин = S + 1.



(2.3)

В качестве примера рассмотрим код со значностью m = 3. Все возможные комбинации такого кода представлены в табл. 2.9. Значения расстояний между кодовыми комбинациями приведены в табл. 2.10.

Таблица 2.9

A0
A1
A2
A3
A4
A5
A6
A7

0 0 0
 0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

Таблица 2.10


A0
A1
A2
A3
A4
A5
A6
A7

A0
0
1
1
2
1
2
2
3

A1
1
0
2
1
2
1
3
2

A2
1
2
0
1
2
3
1
2

A3
2
1
1
0
3
2
2
1

A4
1
2
2
3
0
1
1
2

A5
2
1
3
2
1
0
2
1

A6
2
3
1
2
1
2
0
1

A7
3
2
2
1
2
1
1
0

Для того чтобы код обеспечивал обнаружение однократных ошибок, необходимо из всего множества N0 = 8 возможных комбинаций выбрать в качестве разрешенных такие, расстояние между которыми было бы не менее d = = 2. Как видно из таблицы расстояний, в качестве разрешенных комбинаций в этом случае можно выбрать следующие:

A0 = 000; А3 = 011; А5 = 101; А6 = 110

или

A1 = 001; А2 = 010; А4 = 100; А7 = 111.

Для обнаружения двукратных ошибок наименьшее расстояние должно быть равно dмин = 3. При этом в качестве примера разрешенных комбинаций можно выбрать A0 = 000; A7 = 111. 

Пусть требуется построить код, обеспечивающий устранение однократных ошибок. Выбираем в качестве первой разрешенной комбинации A0 = 000. При наличии однократных ошибок комбинация A0 может перейти в одну из следующих запрещенных комбинаций: А1 = 001, А2 = 010 и A4 = 100. Комбинации A1, A2 и A4 можно принять в качестве подмножества запрещенных комбинаций для A0. Последнее означает, что в случае приема одной из комбинаций этого подмножества выносится решение, что передана комбинация A0.

Пусть в качестве второй разрешенной комбинации выбирается комбинация, отстоящая от первой на расстоянии d = 2, например А3 = 011. Ей должно соответствовать подмножество запрещенных комбинаций А2 = 010; A1 = 001 и A7 = 111. Однако получилось пересечение подмножеств. При приеме запрещенных сигналов А1 или A2 нельзя однозначно установить, какой был передан сигнал – A0 или А3.

Если же в качестве второй разрешенной комбинации выбрать комбинацию, отстоящую от A0 на d = 3, т. е. комбинацию A7 = 111, которой соответствует подмножество запрещенных комбинаций А3 = 011, А5 = 101 и a6 = 110, то в этом случае подмножества запрещенных комбинаций не пересекаются. Следовательно, при d = 3 обеспечивается устранение всех однократных ошибок.

В общем случае для устранения ошибок кратности Z кодовое расстояние должно удовлетворять условию

dмин = 2Z + 1.

(2.4)

Аналогично рассуждая, можно установить, что для исправления всех ошибок кратности не более Z и одновременно обнаружения всех ошибок кратности не более S (при S ( Z ) кодовое расстояние должно удовлетворять условию

dмин = S + Z + 1.



(2.5 )

2.8. Условия построения кодов с заданной исправляющей способностью, показатели качества корректирующих кодов

Повышение корректирующей способности кода в рассмотренных выше примерах достигалось при сохранении m за счет уменьшения множества N разрешенных комбинаций (или уменьшения количества k информационных символов). На практике коды строятся в обратном порядке: вначале выбирается количество информационных символов k, исходя из объема алфавита источника, а затем обеспечивается необходимая корректирующая способность кода за счет добавления избыточных символов.

Пусть известен объем алфавита источника N. Необходимое количество информационных символов k = log2 N.

Пусть также известно полное число ошибок Ne, которое необходимо исправить.

Задача состоит в том, чтобы при заданных N и Ne определить значность кода m, обладающего требуемыми корректирующими возможностями.

Полное число ошибочных комбинаций, подлежащих исправлению, равно Ne · 2k = Ne · N. Так как количество ошибочных комбинаций равно N0 – N, то код обеспечивает исправление не более N0 – N комбинаций. Следовательно, необходимое условие для возможности исправления ошибок можно записать в виде

N·Ne ( N0 – N,

откуда получим
N0 ( (1 + Ne) ·N

(2.6)

или

N ( 2 m/ (1+ Ne).

(2.7)

Выражение (2.7) определяет условие для выбора значности кода m.

В частном случае, если имеются ошибки разной кратности, то прежде всего необходимо обеспечить устранение однократных ошибок, вероятность появления которых наибольшая. Возможное количество векторов однократных ошибок Ne = m.

В этом случае зависимость (2.7) примет вид

N = 2 k ( 2 m/ (1+ m).

(2.8)

При выполнении условия (2.8) код должен также удовлетворять условию

dмин (  3.

(2.9)

Любой корректирующий код характеризуется рядом показателей: длиной m, основанием B, количеством информационных символов k или избыточных символов ( = m – k, полным числом всех возможных кодовых комбинаций
N0 = Bm (для двоичных кодов N0 = 2m), числом разрешенных кодовых комбинаций (мощностью кода) N, весом кодовой комбинации W, весом вектора ошибки We, кодовым расстоянием d и пр.

Однако основным показателем качества корректирующего кода является его способность обеспечить правильный прием кодовых комбинаций при наличии искажений под воздействием помех, т. е. помехоустойчивость кода.

Корректирующая способность кода обеспечивается за счет избыточности, т. е. удлинения кодовых комбинаций. При удлинении кодовых комбинаций усложняется аппаратура, увеличивается время передачи и обработки информации. Поэтому избыточность является важной характеристикой кода.

Для оценки избыточности кода пользуются понятием коэффициента избыточности
Кизб = ( /m = (m – k)/m,


(2.10)
где ( – количество избыточных символов в кодовой комбинации.

2.9. Систематические корректирующие коды

Систематические корректирующие коды относятся к группе разделимых блочных кодов. Все разрешенные кодовые комбинации систематического
(m, k)-кода можно получить, располагая k исходными разрешенными кодовыми комбинациями. Исходные кодовые комбинации должны удовлетворять следующим условиям:

1.
В число исходных комбинаций не должна входить нулевая.

2.
Кодовое расстояние между любыми парами исходных комбинаций не должно быть меньше dмин.

3.
Каждая исходная комбинация, как и любая ненулевая разрешенная комбинация, должна содержать количество единиц не менее dмин.

4.
Все исходные комбинации должны быть линейно независимы, т.е. ни одна из них не может быть получена путем алгебраического суммирования других.

Исходные комбинации могут быть получены из матрицы, состоящей из k строк и m столбцов:
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(2.11 )
Здесь символы первых k столбцов являются информационными и последних ( столбцов – проверочными. Матрицу Mm,k называют производящей. Производящая матрица Mm,k может быть представлена двумя подматрицами – информационной Uk и проверочной Hp:
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где
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Для построения производящей матрицы удобно информационную матрицу брать в виде квадратной единичной матрицы
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При этом проверочная подматрица Нp должна строиться с соблюдением следующих условий:

1.
Количество единиц в строке должно быть не менее (dмин – 1).

2.
Сумма по модулю два двух любых строк должна содержать не менее (dмин – 2) единиц.

Проверочные символы образуются за счет линейных операций над информационными символами. Для каждой кодовой комбинации должно быть составлено ( независимых сумм по модулю два. Выбор информационных символов, участвующих в формировании того или иного проверочного символа, зависит от способа декодирования кода. Весьма удобно проверочные суммы составлять с помощью проверочной матрицы Н, строящейся следующим образом. Вначале строится подматрица Н I, являющаяся транспонированной по отношению к подматрице Нp (т.е. строки, столбцы поменены местами):
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Затем к ней справа приписывается единичная матрица.
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(2.13)
Алгоритм определения проверочных символов по информационным с помощью матрицы (2.13) следующий. Позиции, занимаемые единицами в первой строке подматрицы H I, определяют информационные разряды, которые должны участвовать в формировании первого проверочного разряда кодовой комбинации. Позиции единиц во второй строке подматрицы H I определяют информационные разряды, участвующие в формировании второго проверочного разряда и т. д. Пусть, например, производящая матрица кода (7,4) имеет вид
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Проверочная подматрица:
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Транспонированная подматрица по отношению к Нp:
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Приписывая справа единичную матрицу, получим проверочную матрицу
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Кодовые комбинации должны содержать ( = m – k =7 – 4 = 3 проверочных символа. Подматрица H I указывает на то, что проверочные символы должны определяться равенствами:

b1 = a2 + a3 + a4;

b2 = a1 + a3 + a4;

b3 = a1 + a2 + a4.

Тогда для сообщения, представляемого, например, кодовой комбинацией 0011 (a1 = 1, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 0), проверочные символы будут:

b1 = 1 + 0 + 0 = 1;
b2 = 1 + 0 + 0 = 1;
b3 = 1 + 1 + 0 = 0.
Следовательно, полная кодовая комбинация будет иметь вид 0011011.

Проверочная матрица H очень удобна для определения места ошибки в кодовой комбинации и, следовательно, исправления ошибок. Проверка кодовых комбинаций при этом выполняется путем суммирования по модулю два проверочных символов кодовых комбинаций и проверочных символов, вычисленных по принятым информационным. В результате будет получена совокупность контрольных равенств, каждое из которых представляет сумму по модулю два одного из контрольных символов и определенного количества информационных.

Состав контрольных равенств легко определяется из проверочной матрицы Н. В состав первого контрольного равенства должны входить символы, позиции которых заняты единицами в первой строке матрицы Н. В состав второго контрольного равенства должны входить символы, позиции которых заняты единицами во второй строке матрицы H, и т.д.

Так, для рассмотренного примера с кодом (7,4) эти равенства будут иметь вид:

S1 = b1 + a2 + a3 + a4;
S2 = b2 + a1 + a3 + a4;
S3 = b3 + a1 + a2 + a4.
В результате ( таких проверок будет получено (-разрядное двоичное число (синдром), которое будет равно нулю при отсутствии ошибок и отлично от нуля в случае наличия ошибок.

Если код предназначен для исправления ошибок, то должно быть заранее определено соответствие между видом синдрома и видом исправляемой ошибки.

Пусть в рассматриваемом примере с кодом (7,4) произошла ошибка в первом разряде кодовой комбинации (искажен символ a1). Тогда проверочные операции дадут следующий результат:

S1 = 0, S2 = 1; S3 = 0.

Таким образом, при ошибке в первом разряде кодовой комбинации будет получен синдром 010. В случае ошибки во втором разряде будет получен синдром 101 и т.д.

Если для исправления однократных ошибок в кодовых комбинациях получить синдромы довольно просто, то для исправления двукратных, трехкратных и т. д. ошибок, а также для исправления пачек ошибок построение синдромов довольно затруднительно и в этих случаях прибегают обычно к помощи ЭВМ. 
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