1. Системы счисления. Основы арифметики

цифровых вычислительных машин

1.1. Понятие системы счисления.

Позиционные системы счисления

Системой счисления называется метод представления количественной информации при помощи символов некоторого алфавита, называемых цифрами. Системы счисления подразделяются на непозиционные и позиционные.

В непозиционной системе счисления числовое значение символа не зависит от его положения в числе, а в позиционной зависит от его места (позиции) в числе. Простейшей непозиционной системой счисления является единичная N1, в которой заданное целое число изображается в виде совокупности единиц, повторенных соответствующее число раз. Например, число 13 изображается  как 1111111111111. Для изображения больших чисел единичная  система счисления неудобна. Другим примером непозиционной системы счисления являются так называемые римские цифры. В этой системе имеется некоторый набор основных символов: единица – I, пять – V, десять – X, пятьдесят – L, сто – C, пятьсот – D, тысяча – M и т.д., и каждое число представляется как комбинация этих символов. Например, десятичное число 138 в этой системе счисления запишется так: CXXXVIII. В этой системе счисления смысл каждого символа не зависит от того места, на котором он стоит. Так, в приведенной выше записи десятичного числа 138 цифра X участвует три раза и каждый раз означает одну и ту же величину – десять единиц. Римские цифры встречаются, например, на циферблатах часов, однако в математической практике они не применяются.

Позиционные системы удобны тем, что они позволяют записывать любые числа с помощью сравнительно небольшого числа знаков. Еще более важное преимущество позиционных систем – это простота и легкость выполнения арифметических операций над числами, записанными в этих системах.

В общем случае в позиционной системе счисления любое целое число N  можно выразить в следующей форме:

N = am B m-1 + am-1 B m-2 + …+ ai B i-1 + … + a3B2 + a2B1 + a1B0.
(1.1)

Далее такое число сокращенно записывается в виде

N = (am  am-1 am-2… ai … a3 a2 a1)B.

Символ В обозначает основание системы счисления и равен числу символов в алфавите данной системы счисления. В каждой системе счисления есть знак для обозначения нуля. Поэтому наибольшее числовое значение знака в каждой системе равно В – 1. Например, в десятичной системе (В =10) наибольшее значение равно девяти, а в двоичной (В = 2) – единице.

Символы а1 – аm являются знаками или цифрами данной системы счисления и отражают значение каждого из m  разрядов  (позиций) числа, m – количество разрядов числа, а множители B i определяют «вес» каждого разряда в данном числе. В привычной нам десятичной системе счисления «веса» разрядов справа налево соответственно равны 1, 10, 100, 1000 и т.д. Общее количество разрядов числа m теоретически неограниченно.

Наибольшее значение числа, которое может быть выражено в данной системе счисления при данном количестве разрядов m,  Nmax = B m – 1.

В повседневной практике мы пользуемся почти исключительно десятичной системой счисления (В = 10). Лишь в очень редких случаях встречаются другие системы счисления. Почему именно числу 10 отведена такая привилегированная роль? Причины, по которым именно десятичная система счисления оказалась общепринятой, совсем не математического характера. Десять пальцев рук – вот тот первоначальный аппарат для счета, которым человек пользовался, начиная с доисторических времен. По пальцам удобно считать от одного до десяти. Сосчитав до десяти, т.е. использовав до конца возможности нашего природного «счетного аппарата», естественно принять само число 10 за новую, более крупную единицу (единицу следующего разряда). Десять десятков составляют единицу третьего разряда и т. д. Таким образом, именно счет по пальцам рук положил начало той системе, которая кажется нам сейчас чем-то само собой разумеющимся. Десятичная система счисления далеко не сразу заняла то господствующее положение, которое она имеет сейчас. В разные исторические периоды многие народы пользовались системами счисления, отличными от десятичной.
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Так, например, довольно широкое распространение имела двенадцатеричная система. Ее происхождение связано, несомненно, тоже со счетом на пальцах, а именно: так как четыре пальца руки (кроме большого) имеют в совокупности 12 фаланг (рис. 1.1), то по этим фалангам, перебирая их по очереди большим пальцем, и ведут счет от 1 до 12. Затем 12 принимается за единицу следующего разряда и т.д. В устной речи остатки двенадцатеричной системы сохранились и до наших дней: вместо того, чтобы сказать «двенадцать», мы часто говорим «дюжина». Многие предметы (ножи, вилки, тарелки, носовые платки и т. п.) очень часто считают именно дюжинами, а не десятками. Сейчас уже крайне редко встречается слово «гросс», означающее «дюжину дюжин» (т.е. единицу третьего разряда в двенадцатеричной системе), но еще несколько десятков лет тому назад оно было довольно широко распространено, особенно в торговом мире. Дюжина гроссов называлась «масса», однако сейчас такое значение слова «масса» мало кому известно.

Несомненные остатки двенадцатеричной системы счисления имеются у англичан: в системе мер (например, 1 фут = 12 дюймам);  в денежной системе (1 шиллинг = 12 пенсам).

С математической точки зрения двенадцатеричная система имела бы, пожалуй, некоторые преимущества перед десятичной, поскольку число 12 делится на 2, 3, 4 и 6, а число 10 – только на 2 и 5, а больший запас делителей у числа, служащего основанием системы счисления, делает ее более удобной  в использовании. 

В Древнем Вавилоне, культура которого, в том числе и математическая, была довольно высока, существовала весьма сложная шестидесятеричная система. Эта система, как и двенадцатеричная, в какой-то степени сохранилась и до наших дней (например, в делении часа на 60 минут, а минуты – на 60 секунд и в аналогичной системе измерения углов: градус = 60 минутам, 1 минута = 60 секундам). В целом, однако, эта система, требующая шестидесяти различных цифр,  довольно громоздка и менее удобна, чем десятичная.

По свидетельству известного исследователя Африки Стенли, у ряда африканских племен была распространена пятеричная система счисления. Связь этой системы со строением человеческой руки – первоначальной «счетной машины» – достаточно очевидна.

У ацтеков и майя, населявших в течение многих столетий обширные области американского континента и создавших там высокую культуру, была принята двадцатеричная система. Та же двадцатеричная система была принята и у кельтов, населявших Западную Европу, начиная со второго тысячелетия до нашей эры. Некоторые следы двадцатеричной системы кельтов сохранились в современном французском языке: например, «восемьдесят» по-французски будет quatre-vingts, т. е. буквально «четырежды двадцать». Число 20 встречается и во французской денежной системе: основная денежная единица  франк  делится на 20 су.

Из четырех перечисленных выше систем счисления (двенадцатеричной, пятеричной, шестидесятеричной и двадцатеричной), сыгравших наряду с десятичной заметную роль в развитии человеческой культуры, все, кроме шестидесятеричной, источники которой неясны, связаны с тем или иным способом счета по пальцам рук (или и рук, и ног), т. е. имеют, подобно десятичной системе, несомненное «анатомическое» происхождение.

Как показывают приведенные выше примеры, многочисленные следы этих систем счисления сохранились до наших дней и в языках многих народов, и в принятых денежных системах, и в системах мер. Однако для записи чисел и для выполнения тех или иных вычислений мы чаще всего пользуемся десятичной системой.

Десятичная позиционная система счисления

Общепринятая система изображения чисел основана на десятичной системе счисления. Число десять есть основание системы счисления. Иногда считают определением десятичной системы равенство весов отдельных разрядов целым степеням числа десять (в целой части числа веса разрядов равны 1 = 100, 10 = 101, 100 = 102 и т.д., в дробной части 10-1, 10-2 и т. д.). 

Более общим определением десятичной системы счисления является возможность использования в любом разряде одного из десяти различных символов (цифр): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Рассматривая далее общепринятый способ представления чисел, отметим, что он основан на однородной системе счисления. Это означает, что количество допустимых символов (цифр) для всех разрядов одинаково: для каждого из разрядов допустимы десять цифр.

Наряду с этим возможны и смешанные системы с различным количеством допустимых цифр для разных разрядов. Например, смешанной является система, применяемая для измерения времени; в разряде секунд и в разряде минут возможно по 60 разных символов (от «00» до «59»), в разряде часов – 24 разных символа (от «00» до «23»), в разряде суток – 7 разных символов (от «0» до «6» – потому что 7 суток составляют 1 неделю) и т. д. Смешанной является также система, связанная с английскими денежными единицами (12 пенсов составляют один шиллинг, 20 шиллингов – один фунт).

Важно обратить внимание также и на тот факт, что в применяемой нами системе представления чисел количество различных знаков равно количеству цифр. Для каждой цифры имеется свой особый знак, всего таких знаков 10 (0, 1, 2,...,9). Такой способ изображения чисел называется непосредственным.

В отличие от этого возможны кодированные способы изображения чисел, когда количество различных знаков меньше, чем количество используемых цифр, а каждая цифра кодируется определенной комбинацией из нескольких таких знаков. Например, кодированной является упоминавшаяся выше система изображения времени: каждый из 60 символов, допустимых для разрядов минут и секунд, и каждый из 24 символов, допустимых для разряда часов, кодируется при помощи пары десятичных цифр. Всего разных знаков 10, хотя количество допустимых цифр в некоторых из разрядов намного выше.

Очевидно, что позиционный характер применяемой нами системы изображения чисел и выбор естественных весов разрядов существенным образом влияют на методику выполнения арифметических действий над числами, делая ее особенно простой и удобной для ручных вычислений. Однако для машинных вычислений и для некоторых специальных целей имеет смысл поискать, может быть, более удобные системы как среди позиционных систем с искусственными весами, так и среди символических систем.

Следует отметить, что разделение числа на целую и дробную части имеет смысл вообще только в позиционной системе. Для указания границы целой и дробной частей мы применяем обычно специальный знак – запятую. Но когда речь пойдет об изображении чисел в вычислительной машине, этот способ приходится пересматривать.

В качестве одной из особенностей обычного метода изображения чисел отметим еще, что в изображении отрицательных чисел записывается обычным порядком абсолютная величина числа, а перед ней ставится знак «минус». Такой способ называют прямым кодом для отрицательных чисел. Наряду с этим существуют и другие способы записи отрицательных чисел, которые  иногда удобнее при использовании в вычислительных машинах.
Восьмеричная позиционная система счисления

В восьмеричной системе счисления для записи всевозможных чисел используется восемь различных цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Основание системы счисления В = 8. Любые числа представляются в виде последовательности восьмеричных цифр.

Например, десятичное число 257,75  в восьмеричной системе будет записано следующим образом:

401,68 = 4(82 + 0(81 + 1(80 + 6(8-1 = 4(64 + 0 + 1 + 6/8 = 256 + 0 + 1 + 0.75 = 257,7510.

Сложение и вычитание восьмеричных цифр производится по тем правилам, по которым эти действия выполняются в десятичной системе счисления.

Рассмотрим сложение. Как в десятичной, так и в любой другой системе счисления, сначала производится сложение значений самых правых разрядов чисел (вес которых во всех системах счисления равен единице), затем переходят к следующим, расположенным левее, разрядам и т.д. вплоть до самых старших из имеющихся разрядов. Необходимо помнить, что всякий раз, когда при сложении в каком-либо разряде получается сумма большая или равная основанию системы счисления, надо сделать перенос единицы в следующий (расположенный левее) разряд, а в данном разряде записать цифру, которая в сумме с основанием системы счисления дает эту сумму. 

Пример 1.1.
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При выполнении операций сложения и вычитания удобно использовать восьмеричную таблицу сложения (табл. 1.1).


Таблица 1.1
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В верхней строке и левом столбце записаны восьмеричные слагаемые. Восьмеричная сумма находится в клетке на пересечении соответствующего столбца и строки.

При выполнении операции вычитания уменьшаемое находят на соответствующей диагонали таблицы, вычитаемое – на верхней строке, а восьмеричную разность находят по методу пересечения в левом столбце таблицы.

Используя таблицу,  можно выполнять операции сложения и вычитания многоразрядных восьмеричных чисел.

Пример 1.2.
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Восьмеричная таблица умножения может быть представлена следующим образом (табл. 1.2).








Таблица 1.2
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Правило получения произведения двух одноразрядных чисел по этой таблице аналогично правилу получения суммы по восьмеричной таблице сложения.

С помощью приведенных восьмеричных таблиц сложения и умножения, пользуясь теми же правилами, которые применяются в десятичной системе счисления, производят умножение и деление многоразрядных восьмеричных чисел.

Пример 1.3.
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Двоичная позиционная система счисления

В двоичной системе счисления (В =2) для записи чисел используется всего две цифры: 0, 1. Любые двоичные числа представляются в виде последовательности нулей и единиц. Например, десятичное число 257,75 в двоичной системе счисления будет представлено так: 

100000001,112 = 1(28 + 0(27 + 0(26 + 0(25 + 0(24 + 0(23 + 0(22 + 0(21 + 1(20 + 1(2-1 + 1(2-2 = 275,7510.
Из приведенного примера следует, что весовые коэффициенты цифр двоичного числа являются числами, кратными целой степени (положительной или отрицательной) цифры два. При этом для целой части двоичного числа, начиная от младшего разряда к старшему, они равны 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 и т.д., а для дробной части двоичного числа, от старшего разряда к младшему,  весовые коэффициенты цифр имеют значения 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128 и т.д. Ниже приведена таблица сложения, вычитания и умножения двоичных цифр (табл. 1.3).

С помощью приведённых таблиц арифметические операции сложения, вычитания, умножения и деления двоичных чисел выполняются по тем же правилам, что и в десятичной системе счисления.



Таблица 1.3

Сложение
Вычитание
Умножение

0 + 0 =   0
 0 – 0 = 0
0 ( 0 = 0

0 + 1 =   1
 1 – 0 = 1
0 ( 1 = 0

1 + 0 =   1
 1 – 1 = 0
1 ( 0 = 0

1 + 1 = 10
10 – 1 = 1
1 ( 1 = 1

Пример 1.4.


Сложение:




Вычитание:
11001011,101



11010101,1101

      +   1110101,111


           –  10001110,1111

        ---------------------



----------------------

       101000001,100



  1000110,1110


Умножение:




Деление:


10110111,011



11011101101 (1001
         Х          11,101



– 1001
           11000101

      --------------------



--------

 10110111011



  1001

        10110111011



– 1001

      10110111011



--------

    10110111011



          1011

---------------------------



        – 1001

  1010011000101111



         --------








    1001








 –  1001








---------








    0000

Шестнадцатеричная позиционная система счисления

В шестнадцатеричной системе счисления (В = 16) для записи всевозможных чисел используется шестнадцать различных символов: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F. Весовые коэффициенты цифр шестнадцатеричного числа являются числами, кратными целой степени (положительной или отрицательной) числа 16. Для целой части числа, начиная от младшего (правого) разряда к старшему, они равны 1, 16, 256, 4096 и т.д.; для дробной части числа от старшего разряда к младшему весовые коэффициенты цифр имеют значения соответственно 1/16, 1/256, 1/4096 и т.д.

Например, десятичное число 125410 в шестнадцатеричной системе будет представлено как 4Е616. 

Шестнадцатеричные таблицы сложения и умножения  приведены ниже (табл. 1.4 и табл. 1.5 соответственно).








Таблица 1.4

+
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
A 
B
C
D
E
F
10

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
A
B
C
D
E
F
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1
1
2
3
4
5
6
7
8
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A
B
C
D
E
F
10
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2
2
3
4
5
6
7
8
9
A
B
C
D
E
F
10
11
12
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Таблица 1.5

x
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
A
B
C
D
E
F
10

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
A
B
C
D
E
F
10

2
0
2
4
6
8
A
C
E
10
12
14
16
18
1A
1C
1E
20

3
0
3
6
9
C
F
12
15
18
1B
1E
21
24
27
2A
2D
30

4
0
4
8
C
10
14
18
1C
20
24
28
2C
30
34
38
3C
40

5
0
5
A
F
14
19
1E
23
28
2D
32
37
3C
41
46
4B
50

6
0
6
C
12
18
1E
24
2A
30
36
3C
41
46
4B
54
5A
60

7
0
7
E
15
1C
23
2A
31
38
3F
46
4D
54
5B
62
69
70

8
0
8
10
18
20
28
30
38
40
48
50
58
60
68
70
78
80

9
0
9
12
1B
24
2D
36
3F
48
51
5A
63
6C
75
7E
87
90

A
0
A
14
1E
28
32
3C
46
50
5A
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6E
78
82
8C
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A0

B
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B
16
21
2C
37
42
4D
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63
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79
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8F
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A5
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C
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D
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D
1A
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41
4B
5B
68
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8F
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A9
B6
C3
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E
0
E
1C
2A
38
46
54
62
70
7E
8C
9A
A8
B6
C4
D2
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0
F
1E
2D
3C
4B
5A
69
78
87
96
A5
B4
C3
D2
E1
F0

10
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
A0
B0
C0
D0
E0
F0
100

1.2. Перевод чисел из одной позиционной системы счисления

в другую

При выполнении операций перевода чисел из системы счисления с основанием В в систему счисления с основанием Р выполняется, как правило, через десятичную систему счисления: из В-ичной системы счисления число переводится в десятичную систему, затем из десятичной системы в Р-ичную. Только в некоторых специальных случаях такой перевод осуществляется непосредственно, минуя десятичную систему. Перевод выполняют отдельно для целой и отдельно для дробной части числа.

Перевод целых чисел из системы счисления с основанием В 

в десятичную систему

Пусть задано целое число am am-1 am-2 ... a2 a1, записанное в позиционной системе счисления с основанием В с естественными весами разрядов. Как было рассмотрено выше, это означает, что данное число может быть записано в виде:

N= am Bm-1 + am-1 Bm-2 + ... + a2 B1 + a1 B0.

Это выражение (при условии, что В указано в десятичной системе счисления) позволяет получить десятичный эквивалент числа N.

Приведенное выше выражение числа N можно переписать так:
N = { ... [(аm B + am-1) B + am-2] B + ... + а2} B + a1 .
        (1.2.)

Эта запись дает удобный алгоритм для перевода чисел в десятичную систему, который состоит из следующих операций:

1) умножить старшую цифру числа am на основание системы счисления B;
2) добавить к  результату по п.1 следующую по порядку цифру числа;

3) умножить результат, полученный в п. 2, на B;
4) повторять пункты 2 и 3 до тех пор, пока при выполнении п. 2 не будет добавлена младшая цифра числа; на этом действии прервать операции.

Все операции выполняются в десятичной системе счисления.

Пример 1.5.

Перевести восьмеричное число 762018 в десятичную систему счисления:

1) 762018 ( 7(84 + 6(83 + 2(82 + 0(81 + 1(80 = 7(4096 + 6(512 + 2(64 + 0(8 +1(1 = = 28672 + 3072 + 128 + 1 = 3187310 ;

2) 762018 ( 7(8 = 56
 +   6 ( 62

           x  8 ( 496

                      +    2 ( 498

          

      x    8 ( 3984




   +      0 ( 3984





   x       8 ( 31872





                   +          1 ( 3187310.

Перевод дробных чисел из системы счисления с основанием B 

в десятичную систему

Дробное число D = 0, d1 d2 d3 ... dm-1 dm, представленное позиционной B-ичной системой счисления с естественными весами разрядов, можно записать в виде

D = d1 B-1 + d2 B-2 + ... + dm-1 B –(m-1) + dm B –m


(1.3)

или иначе
D = {[ ... (dm / B + dm-1) / B + ... + d2] / B + d1 } / B .

(1.4)

Алгоритм перевода (аналогично предыдущему) выглядит следующим образом:
1) разделить младшую цифру числа dm на основание системы счисления B (или умножить на 1/ B);
2) добавить к предыдущему результату следующую по порядку цифру числа;
3) разделить предыдущий результат на основание системы счисления (или умножить на обратную величину);
4) повторять пункты 2 и 3 до тех пор, пока при выполнении п. 2 не окажется добавленной старшая цифра числа; после этого выполнить п. 3 один раз. 

Пример 1.6.

Перевод восьмеричного числа 0,76201 в десятичную систему:

0,762018  ( 1: 8 = 0,125



     +  0 ( 0,125 : 8 = 0,015625




                + 2 ( 2,015625 : 8 = 0,251953







     +  6 ( 6,251953 :8 = 0,781494








         + 7 ( 7,781494 : 8





                          (0,972687 ...)10.
Перевод целых чисел из десятичной системы в систему счисления 

с основанием В

Перевод целых чисел из десятичной системы счисления в систему счисления с любым другим основанием В основывается на следующих соображениях. Если некоторое целое число N записано в B-ичной позиционной системе с естественными весами разрядов в виде
NB = am am-1 am-2 ... a2 a1 ,

то эта запись обозначает, что десятичный эквивалент числа определяется как

N10 = am Bm-1 + am-1 Bm-2 + ... + a2 B1 + a1 B0.

Ясно, что младшая цифра 4a1, a1 < B, есть остаток от деления N на B. Целая часть частного от деления N на B равна:
N1 = (N – a1) / B = am Bm-2 + am-1 Bm-3 + ... + a2 .
Вторая цифра числа a2 есть остаток от деления N1 на B и т.д. Алгоритм перевода целого числа из десятичной системы в позиционную B-ичную систему счисления выглядит следующим образом:

1) разделить исходное число N (заданное в десятичной системе) на B; полученный остаток является младшей цифрой в представлении числа B-ичной системой счисления;

2) разделить целую часть частного, полученного при предыдущем делении, на B, остаток является очередной цифрой в B-ичном представлении числа;

3) повторять п. 2 до тех пор, пока целая часть частного не окажется равной нулю;

4) записать число в системе счисления с основанием B, используя остатки от деления по п. 1 и п. 2 в качестве значений разрядов этого числа. Последний из полученных остатков определяет значение старшего разряда. 

Все операции выполняются в десятичной системе счисления.

Пример 1.7.
Перевести десятичное число 3187310 в восьмеричную систему счисления:

31873 : 8 ( 3984 (остаток 1)

           3984 : 8 ( 498 (остаток 0 )




498 : 8 ( 62 (остаток 2 )

   62 : 8 ( 7 (остаток 6 )





                  7 : 8 ( 0 (остаток 7 )

Искомое представление числа ( 762018 .
Пример 1.8. 

Требуется перевести десятичное число N10 в двоичную систему счисления. 

Пусть N10 = 189; В = 2.

189  (2__

188    94   (2__

    1    94    47   (2__

            0    46   23    (2__

           1   22_    11   (2__



    1      10_   5    (2__



               1   _4_    2    (2__




        1    _2_    1    (2__





  0      0      0




 
          1

Двоичная запись десятичного числа N10 = 18910 имеет следующий вид: 

N2 = 101111012. 

Проверка правильности перевода:

101111012 = 1(27 + 0(26 +1(25 +1(24 +1(23 +1(22 +0(21 +1(20 = … = 128 + 32 +

+ 16 + 8 + 4 + 1 = 189.

Пример 1.9.

Требуется перевести десятичное число N10  в восьмеричную систему счисления.

Пусть N10 = 189; В = 8.

189  (8__

184    23   (8__

    5    16    2    (8__


   7    0_    0


         2

Восьмеричная запись числа N10 = 18910 имеет вид N8 = 275.
Проверка правильности перевода: 

2758 = 2( 82 + 7(81 + 5(80 = 128 + 56 + 5 = 18910.

Перевод дробных чисел из десятичной системы в систему счисления 

с основанием B

Перевод дробных чисел из десятичной системы в любую другую систему счисления с основанием B выполняется по аналогии с переводом целых чисел.

Если некоторое дробное число D записано в B-ичной позиционной системе счисления с естественными весами разрядов в виде D = 0,d1 d2 d3 ... dm-1 dm,

то это означает, что 
D10  = d1 ( B –1 + d2 ( B -2 + d3 ( B –3 + ... + dm-1 ( B –(m-1) + dm ( B –m .

Отсюда вытекает следующий алгоритм преобразования:

1) умножить исходное число D (заданное в десятичной системе) на B, целая часть полученного результата является старшей цифрой в представлении числа B-ичной системой;

2) умножить дробную часть полученного в п. 1 результата на B; целая часть полученного произведения является очередной цифрой в B-ичном представлении числа;

3) повторять п. 2 до тех пор, пока дробная часть произведения не окажется равной нулю или пока не будет получено заданное количество цифр в B-ичном представлении числа.

Все операции можно выполнять в десятичной системе счисления.

Пример 1.10.

Перевести десятичное число D10 = 0,972687 в восьмеричную систему счисления.
Пусть D10 = 0,972687;  В = 8.

(0.972687)10 х 8 = 7,781496 (целая часть 7) 

  0,781496 х 8= 6,251968 (целая часть 6)

            0,251968 х 8 = 2,015744 (целая часть 2)

         0,015744 х 8 = 0,125952 (целая часть 0)

             0,125952 X 8 = 1,007616 (целая  часть I ) и т.д.

Искомое представление числа – (0,76201...)8.

Пример 1.11.

Требуется перевести правильную десятичную дробь D10 в двоичную систему счисления.

Пусть D10 = 0,6875;  В = 2.

0,     6875

     Х       2

1,     3750

      Х      2

0,     7500

      Х      2

1,     5000

      Х      2

1,     0000

Результатом преобразования правильной десятичной дроби D10 в двоичную систему счисления является запись D2 = 0, 1011.

Проверка правильности перевода:

0, 10112 = 0, (1(2-1 + 0(2-2 + 1(2-3 + 1(2-4) = 0, (1/2 +1/8 +1/16) = 0,687510.

Пример 1.12.

Требуется перевести десятичную дробь D10 в восьмеричную систему счисления.

Пусть D10 = 0,6875; B = 8.


0,     6875

     Х       8

5,     5000

      Х      8

4,     0000

Восьмеричная запись десятичной правильной дроби D10 имеет вид 

D8 = 0,54.
Проверка правильности перевода:

0,548 = 0, (5(8-1 + 4(8-2) = 0, (5/8 + 4/64) = 0,687510.

Пример 1.13.

Перевод числа D10 = 1/3 в двоичную систему счисления.
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и т. д. (периодически).

Искомое представление числа – (0,010101 ...)2.

Перевод неправильных дробей

Если число N – неправильная дробь, то в этом случае отдельно переводят целую часть числа N и отдельно его дробную часть по изложенным выше правилам. Второй результат приписывают справа к первому, разделив их запятой.

Например, десятичная неправильная дробь 189,6875 в двоичной системе будет иметь вид 1011101,1011, а ее восьмеричное изображение будет иметь вид 275,54 в соответствии с рассмотренными выше примерами.

Перевод чисел, представленных в двоичной, восьмеричной 

и шестнадцатеричной системах счисления

В вычислительной технике наряду с двоичной системой счисления используются системы счисления с основаниями 8 и 16. Их особенность состоит в том, что перевод чисел из двоичной системы счисления в систему счисления с основанием 2k (k – целое положительное число) и обратный перевод очень просты и могут выполняться либо в уме, если это делает человек, либо с помощью простейших средств, если перевод производится в ЭВМ. 

Правила перевода основаны на том факте, что для представления первых восьми цифр, используемых в восьмеричной системе счисления необходимо и достаточно три двоичных разряда (8 = 23); а для двоичного представления элементов алфавита шестнадцатеричной системы  требуется четыре двоичных разряда (16 = 24).

Двоичные эквиваленты символов восьмеричной и шестнадцатеричной систем счисления приведены в табл. 1.6 и 1.7.

          Таблица 1.6



               Таблица 1.7

Восьмеричная цифра
Двоичное представление

Шестнадцатеричная цифра
Двоичное представление

0
000

0
0000

1
001

1
0001

2
010

2
0010

3
011

3
0011

4
100

4
0100

5
101

5
0101

6
110

6
0110

7
111

7
0111




8
1000




9
1001




A
1010




B
1011




C
1100




D
1101




E
1110




F
1111

Алгоритм перевода чисел из двоичной системы счисления в систему счисления с основанием 2k выглядит следующим образом:

· разбить исходное двоичное число на группы по k разрядов, начиная от запятой (влево и вправо);

· рассматривая каждую группу из k двоичных разрядов как целое число, заменить его одной цифрой (так как число, представленное группой из k двоичных разрядов, может быть заключено в пределах от 0 до 2k – 1, то всего различных цифр для каждого разряда при этом может получиться 2k).

Пример 1.14.

Перевести двоичное число 11001000101,11101001010011 в восьмеричную систему.

Разбиваем разряды исходного числа на группы по 3 разряда в каждой группе:

011 001 000 101,111 010 010 100 110

(в неполные группы слева в целой части и справа в дробной части дописываем нули).

Заменяем каждую группу одной цифрой. Так как (011)2 = 3; (001)2 = 1; (000)2 = 0; (101)2 = 5 и т. д. (см. табл. 1.6), восьмеричную запись получаем в виде

3105,722468.

Для перевода числа, представленного системой счисления с основанием 2k, в двоичную систему необходимо каждую цифру в исходной форме числа заменить k-разрядным двоичным числом.

Пример 1.15.

Перевести в двоичную систему шестнадцатеричное число 3E0A,6725B.

Так как в соответствии с табл. 1.7 316 = (0011)2; Е16 = (1110)2; 0 = (0000)2; А16 = (1010)2 и т.д., двоичная запись числа имеет вид (нули перед целой частью опущены)

11 1110 0000 1010, 0110 0111 0010 0101 10112.

1.3. Представление отрицательных чисел, коды двоичных чисел

В цифровых вычислительных машинах в силу определенных схемотехнических ограничений операция сложения реализуется значительно проще, чем операция вычитания. Поэтому операцию вычитания заменяют эквивалентной по результату операцией сложения специально подобранных кодов: прямой, обратный, дополнительный и модифицированный дополнительный.

Прямые коды

При использовании позиционного способа изображения чисел с естественными весами разрядов, в качестве цифр В-ичной системы счисления должны быть выбраны В последовательных целых чисел, одно из которых должно быть нулем.

Пусть наименьшая из цифр есть а1, наибольшая из цифр aВ (где aВ = a1 + B – 1). Если вес старшего разряда есть (, то все m-разрядные числа, которые можно представить с помощью этих цифр, заключены в интервале от

a1 ( + a1 (B –1 + ... + a1 (B –m+1 = a1 ((1– B –m)/(1 – B –1 )

(1.5)

до

aB ( + aB (B –1 + ... + aB (B –m+1 = aB ((1– B –m)/(1 – B –1 ) .

(1.6)

Если будет соблюдено условие

a1 = – aB ,



(1.7)
то будет получен симметричный относительно нуля диапазон чисел.

Однако такое решение возможно только при нечетном основании В системы счисления [например, в троичной системе в качестве цифр могут употребляться числа (–1), (0), (+1), в пятеричной системе – числа (–2), (–1), (0), (+1), (+2)]. Так как aB = а1 + B – 1, то при четном B не может соблюдаться условие а1 = – aB (при соблюдении условия, что все цифры соответствуют целым числам).

В системах счисления с четными основаниями (двоичной, десятичной и т. д.), строго говоря, нельзя полностью выдержать позиционный способ изображения чисел с естественными весами разрядов и при этом получить симметричный относительно нуля диапазон чисел.

Способ, которым мы пользуемся повседневно (в десятичной системе), состоит в том, что в качестве цифр В-ичной системы выбираются В неотрицательных целых чисел 0, 1, 2,..., (В – 1) и к каждому числу приписывается один специальный двоичный разряд: разряд алгебраического знака с допустимыми символами для него «+» и «–». Числа, выраженные с помощью т разрядов В-ичной системы, заключены при этом в интервале от 0 до

 aB ((1– B –m)/(1 – B –1 ) = (B(1 – B –m ) ( (В,

(1.8)

где ( – вес старшего разряда. Этими разрядами записывается абсолютная величина числа. Разряду алгебраического знака никакого определенного веса приписать нельзя; для того чтобы получить истинное значение числа, нужно абсолютную величину числа умножить либо на (+1), если в разряде знака стоит «+», либо на (–1), если «–». В этом, собственно, и состоит отступление от позиционного способа изображения чисел.

Такой способ записи чисел называется прямым кодом.
Недостатки этого способа связаны с тем, что правила счета оказываются разными для положительных и отрицательных чисел. Правила счета, которые сформулированы для позиционной записи чисел с естественными весами разрядов, справедливы лишь по отношению к абсолютной величине числа. Если же рассматривать числа целиком, вместе с алгебраическим знаком, то для перехода от некоторого числа к ближайшему большему нужно применить либо правило прямого счета (если число равно нулю или положительно), либо правило обратного счета (если данное число отрицательно). Для того чтобы перейти от некоторого числа к ближайшему меньшему, нужно применить либо правило обратного счета (если число положительно), либо правило прямого счета (если число отрицательно или равно нулю). 

Вытекающие из правил счета правила выполнения сложения и вычитания оказываются существенно различными при разных комбинациях алгебраических знаков чисел. Например, правило сложения двух положительных чисел сильно отличается от правила сложения положительного числа с отрицательным; эта последняя операция тоже может выполняться различно в зависимости от того, какое из чисел больше по абсолютной величине.

Даже простое перечисление этих хорошо известных и, по существу, тривиальных правил показывает, что использование общепринятого способа изображения отрицательных чисел может привести к существенному усложнению схемы вычислительных устройств.

Поэтому в вычислительных машинах для систем счисления с четными основаниями наряду с прямыми кодами часто используются другие способы записи отрицательных чисел.

Дополнительные коды

Пусть в качестве цифр В-ичной системы счисления выбраны В неотрицательных целых чисел 0,1,2,..., В – 1. При использовании позиционного способа изображения чисел с естественными весами разрядов все m-разрядные числа, которые можно записать с помощью этих цифр, заключены в интервале от 0 до примерно (B (где ( – вес старшего разряда); общее количество различных чисел в этом интервале равно B m .

Если мы хотим оперировать не только с положительными, но и с отрицательными числами, то это значит, что количество различных чисел должно удвоиться. Для этого так или иначе к т основным разрядам нужно добавить еще один двоичный разряд. Все дело только в том, как использовать этот разряд. При записи чисел прямым кодом дополнительный двоичный разряд является просто разрядом алгебраического знака; ему не приписывается никакого определенного веса, поэтому и расположение его относительно других разрядов может быть выбрано чисто условно: знак можно писать и слева от числа, и справа о него – никакого значения это не имеет.

При использовании дополнительных кодов добавочный двоичный разряд записывается всегда слева от старшего из В-ичных разрядов. Разрядная сетка ЭВМ расположена обычно так, что добавочный разряд оказывается в целой части числа. Если бы этому разряду приписывался естественный вес, то его вес был бы равен (0 = (В, где ( – вес старшего В-ичного разряда.

Во многих случаях разрядная сетка располагается так, что старший из В-ичных разрядов является первым разрядом дробной части числа, его вес при этом равен 1/В; добавочный двоичный разряд оказывается тогда первым разрядом целой части числа, его естественный вес должен равняться единице:

(0 = В (1/В) = 1.

Исходя из этого дополнительный код может быть получен одним из двух способов, которые приводят почти к одинаковым результатам.

Первый вариант состоит в том, что добавочному двоичному разряду приписывается вместо его естественного веса (0 вес (–(0). Ясно, что при наличии цифры «0» в добавочном разряде все число в целом положительно или равно нулю; его основные разряды изображают абсолютную величину числа точно так же, как и при использовании прямых кодов. При наличии цифры «1» в добавочном разряде [с весом (–(0)] все число в целом отрицательно, потому что величина, записанная всеми остальными разрядами числа, какие бы цифры ни были в этих разрядах, непременно меньше, чем (0. В основных разрядах при этом тоже записана, как и при использовании прямых кодов, абсолютная величина числа, но записана она в виде дополнения до (0; иначе говоря, для числа (х < 0) в основных разрядах вместо величины |x| записана величина (0 – |x|. Отсюда и название: дополнительный код. Добавочный двоичный разряд при использовании дополнительных кодов может рассматриваться как разряд знака: если в нем стоит цифра «0», число положительно, если «1» – отрицательно.

Пример 1.16.

Пусть, например, используется десятичная система счисления (B = 10) и в качестве основных разрядов числа выбраны 1-й, 2-й и 3-й разряды дробной части. Величина, записанная этими разрядами, находится в интервале от 0 (число .000) до почти 1 (число .999). Чтобы иметь возможность оперировать не только с положительными, но и с отрицательными числами, нужно к трем десятичным разрядам добавить еще один двоичный разряд. Если мы пользуемся прямым кодом, то этот дополнительный разряд является разрядом алгебраического знака («+» или «–» ). Например, число (+0,537) записывается в виде (+.537), число (– 0,537) – в виде (–.537).

Если мы пользуемся дополнительным кодом, то добавочный двоичный разряд (с допустимыми для него цифрами 0, 1) размещается обязательно слева от старшего из основных разрядов, т.е. на месте первого разряда целой части числа. Его естественный вес (0 должен быть равен единице. При этом  например, число (+0,537) записывается в виде ( 0.537) (где курсивом выделен двоичный разряд), число ( –0,537) должно быть записано в виде (1. 463). Основные (десятичные) разряды отрицательного числа при этом представляют его абсолютную величину в виде дополнения до (0 = 1 ( .463 = 1.000 – .537).

Число нуль при использовании прямого кода может быть записано либо в виде ( + .000),  либо в виде ( – .000). При использовании дополнительного кода число нуль записывается однозначно в виде ( 0. 000). Комбинация ( 1. 000) соответствует при этом максимальному по абсолютной величине отрицательному числу: 1.000 = 1( (–1) + 0(1/10 + 0(1/100 + 0(1/1000 = –1.

(В прямом коде максимальное по абсолютной величине отрицательное число при том же количестве разрядов равно (–.999); одна лишняя комбинация израсходована на неоднозначность в изображении нуля.)

Пример 1.17.

Используется двоичная система счисления; в качестве основных разрядов выбраны 1-й, 2-й, 3-й и 4-й разряды дробной части. В прямом коде число (+11/16) записывается в виде (+.1011), число (–11/16) – в виде (–.1011). В дополнительном коде число (+11/16) имеет вид (0.1011), а число (–11/16) – (1.0101). В данном случае вес добавочного (первого слева от запятой) разряда равен (–1), поэтому записанное указанным образом число равно

1((–1) + 0(1/2 + 1(1/4 + 0(1/8 + 1(1/16 = –11/16.

При этом в основных разрядах находится величина (.0101) = 5/16, являющаяся дополнением от абсолютной величины отрицательного числа до единицы ((0 = 1):

5/16 = 1 - 11/16.

В рассмотренном варианте построения дополнительного кода допущено отступление от естественного порядка весов, заключающееся в установлении для добавочного (знакового) разряда веса (–(0) вместо его естественного веса ((0). 

Второй вариант построения дополнительного кода состоит в следующем. Добавочному двоичному разряду, который размещается слева от старшего из основных разрядов, приписывается его естественный вес (0. Но при этом предполагается, что число, записанное добавочным и основными разрядами, отличается от истинного числа на величину (0. Чтобы получить истинное значение любого числа, нужно из числа, записанного в разрядной сетке (включая добавочный разряд), вычесть величину (0.

Основными разрядами может быть представлена величина, лежащая в интервале от 0 до примерно (0. Добавив слева один двоичный разряд с весом (0, мы получаем возможность записывать величины от 0 до примерно 2(0. При этом истинные значения чисел будут находиться в интервале от (–(0) до примерно (+(0).

Если в изображении числа имеется единица в добавочном разряде (с весом (0), то, вычитая поправку (0, мы получим неотрицательное число; его абсолютная величина записана в основных разрядах точно так же, как при использовании прямых кодов. Если в изображении числа в добавочном разряде имеется нуль, то величина, записанная в разрядной сетке, меньше (0; вычитая поправку (0, мы получим отрицательное число, абсолютная величина которого представлена основными разрядами разрядной сетки в виде дополнения до (0.

Если использовать пример, рассмотренный для первого варианта, то при построении дополнительного кода по второму варианту число (+ 0,537) должно быть записано в виде (1.537).

Здесь вес добавочного двоичного разряда (0 равен единице. Поэтому постоянная аддитивная поправка ко всем числам есть (–1). Истинное значение числа, представленного в виде (1.537), равно 1,537 – 1 = +0,537. Число          (–0,537) должно записываться в виде (0.463).

В такой записи истинное значение числа равно 0,463 – 1 = – 0,537.

Число нуль изображается в виде 1.000 (так как 1,000 – 1 = 0,000).

Максимальное по абсолютной величине отрицательное число записывается в виде 0.000.

Его истинное значение равно 0,000 – 1 = –1.

Таким образом, дополнительный код, построенный по второму варианту, отличается от дополнительного кода, построенного по первому варианту, тем, что в добавочном (знаковом) разряде для положительных чисел записывается 1 вместо 0, а для отрицательных чисел – 0 вместо 1.

Точно так же в примере 1.17 при построении дополнительного кода по второму варианту число +11/16 должно записываться в виде (1.1011), число (–11/16) – в виде (0.0101).

Здесь также различие между дополнительными кодами, построенными по первому и по второму вариантам, оказывается чисто формальным.

Дополнительный код, построенный по первому варианту, можно при определенных условиях свести к дополнительному коду, построенному как бы по второму варианту. Для этого нужно к изображению числа в первом варианте дополнительного кода приписать слева еще один добавочный двоичный разряд и установить в этом разряде цифру, противоположную той, которая имеется в первом добавочном разряде. Далее можно считать, что все разряды имеют естественные веса (в частности, добавочный разряд, имевшийся прежде вес +(0 , новый добавочный разряд вес +2(0), но что величина, записанная в разрядной сетке, отличается от истинного значения числа на величину 2(0. Такой код называют иногда модифицированным дополнительным кодом.

В примере 1.16 в дополнительном коде, построенном по первому варианту, число (+0,537) записывалось в виде (0.537); число (–0,537) – в виде (1.463). Действуя указанным способом, записываем изображения этих чисел в виде соответственно (10.537) и (01.463). Курсивом, как и прежде, выделены двоичные разряды. Полагая, что они имеют естественные веса (2(0 = 2; (0 = 1), найдем величины, записанные в разрядной сетке:

1(2 + 0(1 + 5(1/10 + 3(1/100 + 7(1/1000 = 2, 537,

0(2 + 1(1 + 4(1/10 + 6(1/100 + 3(1/1000 = 1,463.

Добавляя к этим величинам постоянную поправку (–2(0 = –2), найдем, что истинные значения чисел равны соответственно (+0,537) и (–0,537).

При использовании дополнительных кодов, построенных по второму варианту, нельзя подобрать таких весов разрядов, чтобы истинное значение любого числа получалось суммированием его цифр с этими весами. Таким образом, дополнительные коды, построенные по второму варианту, не являются, строго говоря, позиционным способом записи чисел. Однако и в первом, и во втором вариантах дополнительные коды близки по своим свойствам к позиционному изображению чисел с естественными весами разрядов.

В частности, и правила округления, и правила счета здесь такие же, как правила, сформулированные для позиционного изображения чисел с естественными весами разрядов. Одни и те же правила счета могут одинаково применяться как к положительным, так и к отрицательным числам (чем дополнительные коды выгодно отличаются от прямых кодов).

Справедливость последнего утверждения для дополнительных кодов, построенных по второму варианту, очевидна: изображения всех чисел (и положительных, и отрицательных) положительны и представлены позиционным способом с естественными весами разрядов; наличие для всех чисел постоянной поправки никак не сказывается при применении правил счета.

При использовании дополнительных кодов, построенных по первому варианту, правила счета следовало бы вообще пересмотреть в той части, в которой они касаются старшего разряда числа, так как вес этого разряда искусственно принят равным (–(0) (вместо естественного веса +(0). Однако в двоичной системе счисления (когда речь идет об одном двоичном разряде) нет разницы между сложением и вычитанием: 

0 + 0 = 0 – 0 = 0;

0 + 1 ( 0 – 1 ( 1;

1 + 0 = 1 – 0 = 1;

1 + 1 ( 1 – 1 ( 0.

Поэтому и в дополнительных кодах, построенных по первому варианту, непосредственно применимы те правила счета, которые сформулированы для позиционного изображения чисел с естественными весами разрядов.
При использовании дополнительных кодов правила счета и вытекающие из них правила сложения и вычитания оказываются проще, чем при использовании прямых кодов. В то же время такие операции, как умножение и деление, проще выполняются в прямых кодах.
Поэтому при построении вычислительных машин часто используется следующий прием: нормально числа записываются прямым кодом; перед выполнением сложения или вычитания они преобразуются в дополнительный код; результат операции затем снова преобразуется в прямой код. 

При преобразовании чисел из прямого кода в дополнительный или обратно главное затруднение связано с определением цифр основных разрядов для отрицательных чисел. Как указывалось, в изображении отрицательного числа х прямым кодом основные разряды числа содержат величину | х |, в изображении того же числа дополнительным кодом – величину  (0 –  | х | ((0 – вес знакового разряда; (0 = (B, ( – вес старшего из основных разрядов, B – основание системы счисления). При переходе от прямого кода к дополнительному, как и при обратном переходе, для отрицательных чисел приходится выполнить вычитание величины, содержащейся в основных разрядах числа, из (0.

Способ, которым это делается, основан на том, что число (0 = (В можно представить в виде

(0 = (В = ((В – 1) + ((В – 1)/В + ((В – 1)/В 2 + ... + ((В – 1)/В m-1 + 1((/В m-1.

Здесь (, (/В, (/В 2, ..., (/В m-1 – веса m основных разрядов числа; величина      (В – 1) – старшая допустимая цифра в них, величина 1((/В m-1 – единица младшего разряда.

Число (0 – (/В m-1 = (0(1 – В –m),

равное ((В – 1) + ((В – 1)/В + ((В – 1)/В 2 + ... + ((В – 1)/В m-1,
содержит наибольшие допустимые цифры (В – 1) во всех основных разрядах. Найти дополнение до него очень просто. Для этого нужно в каждом из основных разрядов найти дополнение от имеющейся в нем цифры до (В – 1). Затем к полученному результату достаточно добавить единицу младшего разряда (величину (/В m-1 ), чтобы получить дополнение до (0.

Пусть, например, отрицательное десятичное число (– 0,537) записано прямым кодом в виде

– .537.

Для нахождения цифр основных разрядов этого числа в дополнительном коде найдем сначала дополнение от каждой цифры до 9: .462 (эта величина – дополнение от величины .537 не до 1,000, а до 0,999); затем добавим единицу младшего разряда:

.462





      +  .001





         .463.

При обратном переходе на первом этапе из величины (.463) получим (.536), на втором этапе 

 .536





    + .001





       .537.

Аналогичным образом в примере 1.17 имеем отрицательное двоичное число (– 11/16), записанное прямым кодом в виде (–.1011). При переходе к дополнительному коду цифры основных разрядов находятся в два этапа:

· сначала в каждом разряде находится дополнение от имеющейся цифры до 1; иначе говоря, каждая цифра заменяется на обратную; при этом получим (.0100), что является дополнением от исходной величины не до 1,0000, а до 0,1111;

· затем к полученному числу добавляется единица младшего разряда:

. 0100

  + . 0001 

     . 0101.

Заметим, что если первый этап преобразования является поразрядной операцией, то второй этап выполняется по обычному правилу прямого счета, так что каждая цифра результата зависит, вообще говоря, от всех младших цифр.
Обратные коды

Обратные коды нигде, как правило, не используются в качестве самостоятельного способа изображения относительных чисел. Однако в тех случаях, когда в качестве основного способа используется прямой код, при выполнении сложения и вычитания часто вместо перехода к дополнительным кодам производится переход к обратным кодам.

Обратные коды отличаются от дополнительных тем, что при записи отрицательных чисел основные разряды содержат вместо дополнения от абсолютной величины числа до (0 дополнение от абсолютной величины числа до (0(1 – В -m), где (0 – вес добавочного двоичного разряда; В – основание системы счисления; т – количество основных (В-ичных) разрядов.

Относительно содержимого добавочного (знакового) разряда возможны, как и для дополнительных кодов, различные условия.

Можно, например, условиться (по аналогии с первым вариантом построения дополнительных кодов), что для положительных чисел добавочный разряд содержит «0», для отрицательных – цифру «1». При этом следует считать, что все основные разряды имеют естественные веса, а вес добавочного (знакового) разряда равен [– (0(1 – В –m)], а не (–(0), как в дополнительных кодах; числа записаны позиционным способом, но с искусственным весом для старшего разряда.

Если по аналогии со вторым вариантом построения дополнительных кодов договориться, что для положительных чисел знаковый разряд содержит цифру «1», а для отрицательных «0», то это эквивалентно условию, что все основные разряды имеют естественные веса, знаковый разряд имеет вес [+(0(1 – В -m)], а все числа увеличены на [+(0(1 – В –m)], т.е. величина 
[–(0(1–В -m)] является аддитивной поправкой ко всем числам. Второй вариант, строго говоря, не является позиционным способом изображения чисел.

Вернемся к примерам 1.16 и 1.17. Положительные числа в дополнительном и в обратном кодах (а по существу, и в прямом коде) записываются одинаково. Если дополнительные коды строятся по первому варианту и обратные коды построены аналогично, то в разрядной сетке примера 1.16 положительное число +0,537 записывается в виде

в прямом коде......+.537;

в дополнительном и обратном коде..... 0.537.

Курсивом выделен двоичный (знаковый) разряд. Для отрицательных чисел разница более существенна. В той же разрядной сетке отрицательное число –0,537 имеет вид

в прямом коде.......–.537;

в дополнительном коде.....1.463;

в обратном коде......1.462.

В обратном коде вес добавочного двоичного разряда равен здесь

–(0(1– В -m) = –1.(1– 0,001) = 0,999; поэтому представленное указанным способом число действительно равно
1((–0.999) + 4(1/10 + 6(1/100 + 2(1/1000 = –0,537

Нуль в обратном коде может записываться двояко. В разрядной сетке примера 1.16 он либо имеет вид 0.000 

[здесь 0( (-0,999) +0(1/10 +0(1/100 +0(1/1000],
либо может быть записан в виде 1.999 

[здесь 1( (–0,999) + 9(1/10 + 9(1/100 + 9(1/1000 = 0]. Наибольшее по абсолютной величине отрицательное число в этой разрядной сетке при использовании обратного кода есть число –0,999; оно записывается в виде 1.000; наименьшее по абсолютной величине отрицательное число, равное –0,001, имеет вид 1.998.

Аналогичным образом в разрядной сетке примера 1.17 положительное число +11/16 записывается в виде
в прямом коде...........+.1011;

в дополнительном и обратном коде ......0.1011;

отрицательное число –11/16 имеет вид
в прямом коде........–.1011;

в дополнительном коде........ 1.0101;

в обратном коде........... 1.0100;

вес добавочного разряда в данном случае равен –1((1 – 11/16) = –15/16 (в двоичной системе –0,1111); нуль в обратном коде может быть записан либо в виде 0.0000, либо в виде 1.1111.

Как и при использовании дополнительных кодов, в обратных кодах можно применять и к положительным, и к отрицательным числам те правила счета, которые были сформулированы для позиционного способа изображения чисел с естественными весами разрядов. Однако при переходе через нуль правила счета усложняются.

Например, в разрядной сетке примера 1.16 наименьшее по абсолютной величине отрицательное число, как указывалось, записывается в виде 1.998. Применяя один раз правило прямого счета, найдем изображение ближайшего большего числа: 1.999. Как и следовало ожидать, получили изображение нуля (в одной из двух возможных форм). Однако, применяя еще раз правило прямого счета, вместо ближайшего большего числа получаем другое изображение нуля: 0.000. Только следующее применение правила прямого счета дает изображение ближайшего большего числа: 0.001. Аналогичная картина наблюдается и при обратном счете.

Таким образом, выполняя счет в обратных кодах, нужно при переходе через нуль сделать один лишний (холостой) просчет. Соответствующим образом несколько усложняются правила сложения и вычитания (по сравнению с правилами сложения и вычитания в дополнительных кодах). Преимуществом же обратных кодов перед дополнительными является более простая связь с прямыми кодами: преобразование числа из прямого кода в обратный и из обратного кода в прямой является поразрядной операцией.

Алгебраическое сложение-вычитание в дополнительных кодах

В дополнительных кодах сложение и вычитание выполняются, как правило, проще, чем в прямых кодах.

Для определенности будем полагать, что дополнительный код построен по варианту, когда положительные числа содержат в разряде алгебраического знака «0», а отрицательные – цифру «1». Будем считать также, что разряд алгебраического знака является первым разрядом в целой части числа и потому вес его равен (–1) вместо естественного веса (+1), а т основных разрядов числа находятся все в дробной части числа. При этом все положительные числа будут представлены в двоичной системе чисто позиционным способом, с естественными весами разрядов, с цифрами 0, 1 и с запятой, фиксированной перед первым (старшим) из основных разрядов; отличие веса знакового разряда от естественного не играет роли для положительных чисел, так как цифра данного разряда есть «0». Так как для отрицательных чисел в знаковом разряде содержится «1», то в способе изображения отрицательных чисел формально имеется небольшое отступление от естественных весов разрядов.

При использовании дополнительных кодов алгебраическое сложение-вычитание B ( C может выполняться следующим методом:

1) если выполняется вычитание, то обратить код числа C (в том числе изменить и знак С на противоположный);
2) выполнить суммирование чисел В и С, обращаясь при этом с разрядом алгебраического знака точно так же, как с остальными (младшими) разрядами чисел; если идет вычитание, то при выполнении суммирования подать единицу на вход переноса младшего разряда.

Никакой предварительной расшифровки знаков не требуется: правило выполнения сложения, как и правило выполнения вычитания, всегда одно и то же, независимо от знаков чисел.

Проверим правильность приведенного алгоритма для случая выполнения сложения. Фактически выполнение сложения сводится к простому суммированию разрядов чисел В и С (п. 1 пропускается). При этом важно только проследить, чтобы при суммировании двух положительных чисел не было переноса в разряд знака, а при суммировании двух отрицательных чисел перенос в разряд знака непременно был (невыполнение этих условий означает переполнение разрядной сетки); при суммировании чисел разных знаков перенос в разряд алгебраического знака может быть, а может и не быть.

Пусть имеем два положительных числа. При этом в основных разрядах содержатся их абсолютные величины (|В| и |С|), в разрядах знака – нули. При суммировании получим в основных разрядах величину |B| + |C|; если эта величина меньше единицы (как это и требуется – иначе было бы переполнение), то перенос в разряд знака отсутствует и при суммировании в этом разряде сохранится нуль (0+0+0=0). Таким образом, результат суммирования представляет собой правильный результат сложения двух положительных чисел.

Пусть теперь имеем два отрицательных числа. В основных разрядах при этом содержатся дополнения до единицы от их абсолютных величин (1 – |B|) и (1 – |C|), в разрядах алгебраических знаков – единицы. При суммировании основных разрядов в них образуется величина

(1 – |B|) + (1 – |C|) = 1 + 1 – (|B| + |C|).

Если бы эта величина была меньше единицы, то это означало бы, что |B| + |C| > 1, т.е. имелось бы переполнение разрядной сетки. Нормально, когда |B| + |C| < 1, результат суммирования в основных разрядах больше единицы; поэтому в основных разрядах остается величина 1 – (|B| + |C|) и возникает перенос в разряд знака. С учетом этого переноса суммирование в разряде знака дает

1 + 1 + 1 = 1,

т. e. сохраняет знак «–». Полученный результат (знак «–» и величина 1 – (|B| + |C|) в основных разрядах) представляет собой сумму двух отрицательных чисел В и С, записанную, как это и требуется, дополнительным кодом.

Предположим, наконец, что складываются два числа разных знаков, скажем В > 0 и С < 0. Для числа В основные разряды содержат величину |В|, а разряд знака – «0», для С в основных разрядах содержится 1 – |C|, в разряде знака – «1». Суммирование в основных разрядах дает величину |В| + (1 – |С|) = 1 + |B| – |C|.

Если |B| ( |C|, то эта величина больше единицы; при этом в основных разрядах остается |B| – |C|, а единица переносится в разряд знака, где суммирование даст

0 + 1 + 1 = 0,

т.е. знак «+». Если |B| < |C|, то 1+ |B| – |C| < 1, в основных разрядах остается вся эта величина, а перенос в разряд знака отсутствует; в разряде знака суммирование теперь даст 0 + 1 + 0 = 1, т.е. знак «–». В первом случае (|B| > |C|) получаем положительный результат сложения (знак «+» и величина |B| – |C| в основных разрядах), во втором случае (|B| – |C|) – отрицательный результат сложения, выраженный, как и требуется, дополнительным кодом (знак «–» и величина 1 – |(C| – – |B|) в основных разрядах).

Выполнение вычитания отличается тем, что перед суммированием производится обращение кода вычитаемого, а при суммировании добавляется лишняя единица младшего разряда. Таким образом, фактически код вычитаемого заменяется дополнительным кодом, т. e. числом с обратным знаком, которое и складывается обычным порядком с уменьшаемым.

Пример 1.18.

а) (+5/16) + (+6/16):

(исходные числа)

(B)   0.    0   1   0    1

(С) + 0.   0   1   1    0

(цифры переноса)

        (0). (1) (0) (0) (0) 

(результат суммирования)
          0.    1    0    1   1 

(+11/16)

б) (–5/16) + (–6/16):

(исходные числа)

(В)    1.   1    0    1   1

(C)  + 1.   1    0    1   0

(цифры переноса)

         (1). (0) (1) (0) (0)

(результат суммирования)
           1.   0    1   0    1

(–11/16)

в) (–5/16) + (+6/16):

(исходные числа)

(В)     1.   1    0    1   1

(C)  + 0.   0    1    1   0

(цифры переноса)

          (1). (1) (1) (0) (0)

(результат суммирования)
           0.    0    0    0    1

(+ 1/16)

г) (+5/16) + (–6/16):

(исходные числа)

(В)     0.   0    1    0   1

(C)  + 1.   1    0    1   0

(цифры переноса)

         (0). (0) (0) (0) (0)

(результат суммирования)
           1.    1   1    1    1

(– 1/16)

д) (+5/16) – (–6/16):

(исходные числа)

(В)    0.   0    1    0   1

(C)  – 1.   1    0    1   0

(обращение кода С)

(В)     0.   0    1    0   1

(C)  + 1.   0    1    0   1

(цифры переноса)

         (0). (1) (0) (1) (1)

(результат суммирования)
           0.    1    0   1    1

(+11/16)







е) (–5/16) – (+6/16):

(исходные числа)

(В)    1.   1    0    1   1

(C)  – 0.   0    1    1   0

(обращение кода С)

(В)    1.   1    0    1   1

(C)  – 1.   1    0    0   1

(цифры переноса)

        (1). (0) (1) (1) (1)

(результат суммирования)
          1.   0    1   0    1

(–11/16)


Применение дополнительных кодов позволяет построить более простой и систематический алгоритм сложения-вычитания, чем при использовании прямых кодов. Оборудование собственно арифметических цепей, правда, остается примерно таким же, как при использовании прямых кодов; зато заметно упрощается схема управления и, кроме того, применение дополнительных кодов дает значительную экономию по времени. Нетрудно проверить, что приведенный алгоритм сложения-вычитания без каких-либо изменений пригоден и в тех случаях, когда дополнительный код строится по второму варианту: положительные числа содержат в разряде алгебраического знака «1», а отрицательные –  «0».

Вопросы для самопроверки

1. Что такое система счисления?

2. Что представляет собой позиционная система счисления?

3. Какие системы счисления относятся к однородным?

4. Как выполняются арифметические операции в восьмеричной системе счисления?

5. Как выполняются арифметические операции в шестнадцатеричной системе счисления?

6. Как выполняются арифметические операции в двоичной системе счисления?

7. Каков порядок перевода целых чисел из системы счисления с основанием В (В(10) в десятичную систему счисления?

8. Каков порядок перевода правильных дробей из системы счисления с основанием В (В(10) в десятичную систему счисления?

9. Каков порядок перевода целых чисел из десятичной системы счисления в систему счисления с основанием В (В(10)?

10. Каков порядок перевода правильных дробей из десятичной системы счисления в систему счисления с основанием В (В(10)?

11. Каков порядок перевода из одной системы счисления в другую неправильных дробей?

12. Что представляют собой прямой, обратный и дополнительный коды, для чего они используются?

13. Как производятся операции сложения и вычитания с использованием дополнительного кода?
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